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第 一 章 Sl Ë 


1.4 ļ Ë 


1.1.1 基本 概念 和 讽 子 


随机 过 程 是 对 一 连 囊 随机 事件 间 动 态 关系 的 定量 撒 述 。 它 基 
给 自然 科学 、 工 程 科学 、 社 会 利 学 各 领域 研究 随机 现象 的 有 力 工 
dA. HERP HAR. ARB BALE. RS PEE. 
C SUE AEM ES PRES EAR AIRA 
Ansub. n 35fE 5 vc E quel SEVEVE S de CAO, BAS Hj RÉCUL 
HAMM Key Be EPI. 

一 般 ,12— JE BR OLA GE RLS. BEDE Wü stochastic 
process. “stochastic” — WT 3B AIR "erOXaerikoó" RAE 
+e", RNR TELIS. ERMA ANB EBD 
TS PE Be Ha Do FARO ZEEE OR IBDE OE a OB. D. 
偶然 中 皇 出 必然 正 是 这 一 学 科 的 主力 所 在 . 

随 祈 过 程 的 早期 历史 属于 物理 领域 。 人们 可 以 遗 潮 到 
Gibbs, Boltzman, Poincaré 等 人 在 绕 计 力学 中 的 研究 到 及 后 
Æ Einstein, Wiener, Lévy 等 人 对 布衣 运动 的 开创 PE T fF. 
而 Erlang 等 则 在 电话 流 中 研究 了 Poisson 过 程 。 而 整个 学 科 的 
理论 基础 则 是 由 Kolmogorov 和 Doob 葛 定 的 。 “stochastic” 这 
一 用 词 也 在 这 时 流行 。 生 灭 过 程 是 Feller 首先 引进 的 。Cramer 
A Levy HIE JOE RUE. Xinchin, Palm BRT FER bw 
SIG. Doob WH Æ Markov rl BAR. REPRE PINE 


"0 a ME Mia 


的 重要 里 程 碑 。 目 前 ,这 一 学 科 仍 在 理论 和 应 用 两 方 如 以 空前 的 
深 垃 和 广 谋 在 迅速 发 展 着 。 下 面 对 随 机 过 程 作 正 式 定义 ， 

定义 1.1 HNMR REEE, ET}, Hf 
ti 征 参 数 它 属于 其 个 指标 集 卫 , 王 称 为 是 参数 集 。 

一 般 , 于 代表 了 时间. 当下 = (051,2, HS] ABE BR ALIE Ao pii 8L 
F3]. Xp AG) n] Lxx Pea, Rak GE ESS] OO 上 的 。 所 以 
fe hie yp CO afe B FERRI Xs. o0. GF) XH 
Mink, BRE woEQ Ub, XCM eB ETE ty 
乔 数 。 它 可 能 是 连续 的 ， 也 可 能 是 有 癌 断 点 和 跳跃 的 ， 这 是 我 们 
通 浓 所 观察 到 的 过 程 , 另 一 方面 国定 了 财 间 上 = to, X hosed de 
个 随机 变量 ,其 取 值 随 着 随机 试验 的 结果 而 变化 ， 变 化 有 一 定 的 

MLE. HR Raps, BALL XY OO RAR YEE Bh AR 
ds. NB BARES. HET 及 状态 空间 的 不 同 i 
可 以 对 过 程 进 行 分 类 依照 状态 空间 可 分 为 连续 状态 和 次 散 状 
ar 依 参 数 集 卫 ， 当 为 有 痕 集 或 可 列 集 则 称 之 为 离散 参数 过 程 
否则 称 为 是 连续 参数 过 程 ， 当 "D ERAEN XO RPAH 机 
场 。 

例 1.1 英国 植物 学 家 Brown tt Xx $ EE EIU EB 
蒋 子 不 断 逃 行 无 规则 的 运动 。 这 种 运动 叫做 Brown 运动 。 它 是 
STREMI AE, Rid CO YOARTEF |j by 
上 的 位 置 ; 风 它 是 平 曾 上 的 Brown 运动 。 在 统计 物理 中 对 它 有 深 
入 的 研究 。 

$1.2. 一 醇 汉 在 路 上 行走 ， 以 概率 少 前 进一步 ， 峰 率 1 一 
RoB-—ib. bU X (D ipfi dE gg ELE DERE DU] XC OD REA Bl IL 

tjr.3 HAEE BE eS SE SE fR C BIOL 
Sees. Wa A a a DL x8 HJ $E S Ce Poisson LAL) X 
达 细 胞 。 前 者 使 位 势 升 高 ; Je eR, JTSEHJUS ER 
局 的 和 分布 HQ. SREBAERUEAESCUHDIRIRDLERUKME E) 0,2) T4 E E, 
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d. i T APANE RDH, JE YA eS AR 
ie SAM EB A RSE BLAU 1.1 Brom; 
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| 
_ i 
Gi | MN P "Em 
pt er ee 


1.1 same 


例 1.4 到 过 总 机 交换 台 的 呼叫 次 数 为 Poisson 了 过程。 每 次 
琵 中 是 术 互 独立 的 ， 而 间隔 时 间 服 从 指数 分 布 。 交 痪 台 在 同一 时 
刻 只 能 接 通 站 qm. AGIT 要 了解 在 某 一 时 东 的 排队 长 度 以 
.要 呼叫 的 笠 均等 竺 时 间 。 这 是 一 种 排队 模型 。 

例 1.5 流行 病 学 的 研究 中 有 如 下 模型 ， 在 时 刻 0 时 易 感 人 
FERPA X0, Y(0 是 已 受 传 染 的 人 数 ， 假 定 易 感人 群 被 传 
染 的 概率 为 p, 则 经 过 一 段 传染 周期 后 ( 记 之 为 单位 时 间 ) 革 (0) 中 
"H XCOBCSiIR a POMS. ROBB Se UE A 
FRAAS 染 上 这 种 流行 病 时 停止 TAX OXY 
+Ya+ D, E5 了 si 时 有 


P(X G41) = [XO = 级 = ($; -- 9. 
X (00, t9 0,1,2,-- 就 是 以 上 式 为 状态 转移 概率 的 Markov 过 
FE 
例 1.6 RXOARS CHAE 
Xttt+P=aX Ch) +e), 
共 中 a FLEW, ORERE. KEMA X JP AHEM 


到 。 人 们 所 能 观察 到 的 其 
Y@=XG)+Z)> 


LORE. JURA POR, RM XO PERCET H 
RP XR. REY Swe 

例 1.7 水 库 库容 调度 。 记 了 工 仙 为 (t+ DERDKFEEBX. 
HEEB. M Dude E P BEEDERE,. X (OD 为 泄洪 : 
之 后 的 库容 量 。 则 及 (+ 1) = min (XG) -Y(OD0,K)—min(X (t) 
+YQ), Myst E 为 大 韦 的 设计 库容 。 过 程 Y@A—Markov 
过 程 。 EAA A A A E E 

例 1.8 EXORA t AR m. FXO A a RR 
型 

XO) fe X07 1) bask G7 2) tea Q- p) 

-ZQ) +B Z0- vr B.Z- qq. 

其 中 wa By 为 实 参数 ， Zw 为 独立 EIA M RIA PAARI TEDE 





型 ， STEUERN EA RUD RIRI. 


1.1.2 有 限 维 分 布 和 数 宇 特征 


. Sh TB BR Fx (o) = PX <0) BE T SR LE BX, 
2D, HAIER YG), t€ T) X. Plo) - PUX (0 sS ) 28 
Ehi, YOM EXO] Bat SEE 
prO. Hi Varl XG) ] Whe SC SURE ee. aL 
我 们 还 需要 了 人 解 随机 变量 C (0 与 互 (ta) HY EE & A PIX GD 
ig,» X (la) Soe}, CUREA ho ta 两 不 同时 刻 值 的 联合 二 
维和 分 布 记 作 Fus snm. Cov CX G0 LX O30 B gg oo ECRURRES 
ERIT SER fr AICTE Te Gu ot». FEA 

Ty. ste) = BX GD Wr) CX G2 arth GO.D 
协 方 差 函数 显然 有 对 称 性 , 即 EE sst E Tr) =rels, D, 
Hatti, Tx(,0- Var 卫 (t)。 容 易 证 虹 协 方差 函数 是 非 负 
SEU, 也 就 是 说 对 任何 tis iaa nET RIAK $r bhis o, Da 
BRIEK 


d 


i ipn. (t,5t; 3224, (1 .2) 
国 为 扫 方 差 运算 有 线性 性 质 ,由 | 
Var (È yx t9) = Cov (S18. 60 33x ) 
iml i=l 121 


= > S bor rls i») | 
$=] J-i 


知人 (1.2) 式 成 立 放 它 是 非 负 定 的 。 进 而 ,我 们 定义 随机 过 程 的 有 了 痕 
SESS ATR CSE 在 bp 人 en shige o t€ T Sik, 其 中 

Fey, 下 3 
AGE T PL YG RES RT XO, ET PRE 
意 个 随机 变量 的 联合 分 布 。 也 就 完全 了 解 了 这 些 变量 之 癌 的 相 
ERM. APES HIE. ERX Ct) ys X G9 
HOFER IE. Wl, mE BR st DA 

E hisp ta Ci sr stn) = Pages en Bis eBade 
有 限 维 分 布 还 有 相 容 性 ， BEAR o> oO MEA HI 
分 布 与 相应 的 低 维 分 布 是 一 致 的 。 也 邑 对 men A 

可 poo) 

= F usya (Die Bade 

有 起 的 是 车 一 族 给 定 的 分 布 函数 有 上 述 对 称 往 和 相 容 性 则 保证 于 . 
存在 一 个 随机 过 程 { 芋 ( € T) (EE ARE TIE REA 
ERI RMB, WH 1931 FH Kolmog¥ov wl MAREE 
本 定理 。 

例 1.9 HX, 汶 第 % 次 独立 地 扔 一 六 面 性 子 的 结果 。 则 
{ns n> 为 一 随机 过 程 , 参 数 集 了 为 芽 ,2,3,.…}。 而 状态 空间 
39(1,2,8,4,5,6). EFI 3,1,4,6,8,2:5,5,1, HRI Xn, ne 1} 
的 一 次 可 能 的 实现 。 BK EX. = BX t=3.5, RAB BM 为 
17.5 外 协 方差 函 教 恒 等 于 0. 任何 有 限 维 分 布 Fuss te COs or 
ay) = Fim) Fa) FOP Flo) Xi 8923178 HUC, 

当然 这 种 独立 情形 是 太 过 于 简单 了 。 对 于 大 多 数 随 机 过 程 ， 
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下 一- 一 - namm 4 REA LRL ee — 


XOZ AERD. WEEZER ERD E R 
题 。 很 据 相 依 关 系 的 不 同 。 人们 可 以 研究 随机 过 程 的 不 同类 型 。 


1.1.3 ZEEE THEE 
HEATER XD RP Lea, ma Et 


s 都 是 相等 的 则 称 它 们 是 等 分 布 的 记 EX oes. ZL 
4 Ra EL m dt x= (X19 X84) 5353 — Bü ELIS] Y= Fis sY 4278 


相同 的 联合 分 布 则 也 称 他 们 是 等 分 布 的 记 作 XAY. -REA 
的 随机 过 程 ， 它 处 于 某 种 概率 平衡 状态 其 主要 人 性质 只 与 谈 重 
、 交 多 之 则 的 时 间 间 隔 有 关 而 与 我 们 考查 的 起 始点 无 关 。 这 汰 过 
， 程 砷 收 平稳 过 程 。 具体 而 言 我 们 有 
定义 1.2 如 果 随 机 过 程 于 (站 对 任意 的 在 s 杨 名人 和 任何、 
à dd 
OG, 320, a X GER) ARX ty) es Kb GAD 

则 称 作 是 严格 平稳 的 。 

条 件 〈1 .4) 很 强 也 不 易 验 证 。 所 以 退 而 求 其 次 有 所 请 宽 平 稳 
或 二 阶 平 玖 过 程 。 引 入 | 

定义 1.3 IRRBÉJLSDRER OX OO m] Hr — Be EH A 
EX =m BAER T rG, s) 只 与 时 间 差 1- 有 关 则 称 作 - 
ERE Ra B9 Rhee, 

3 ROP BRB FM - oos, 05,0.(0,02c0,00,0—8). 
所 忆 可 以 记 之 为 Rts), MAW TE R2(—-D- Rr), EP 
RR. MA Rr (4 的 图 形 是 关于 坐标 轴 对 称 的 。 其 在 0 版 的 
值 Ry (0) 就 是 过 程 的 方 其 函数, 即 Ry(0)= VarX (D. 

尽管 芋 ( 拉 之 间 常 常 不 是 相互 独立 的 ;但 人 们 可 以 假定 过 程 的 
增 且 之 间 是 术 互 独立 的 。 这 就 是 

EX 1.4 WRH te th ET, tg: Ch, Be Lae id 
XK (ta) — X Cy) X G0 — X (49 90 9 X (te) — X G4 0 E E TSS 
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WX ORAM HB. 如 果 进 一 步 有 对 任何 4 ts 
XG; +h) — XH) 2X (ty +h) — X (te) SEB OO Xe ERS 独立 
增 量 的 过 程 。 | 

Rf PAuEBESE FR b EHE Hr ad ae BY SA Se E dài £RTERG 
Xv. FUN GUS EE sr BH Poisson i£ f£ 和 Brown 运动 都 是 这 次 过 - 
程 。 这 两 类 过 程 是 过 程 理论 中 的 两 块 最 重要 的 基石 ， 

例 1.10 设 攻 ,$=0,1s2,… 是 一 串 独 立 同 分 布 的 随机 变量 
定义 Xq= DZ, WAR LX,» n20) 就 是 独立 增 量 过 程 。 一 般 称 
Ay FI. 

重要 的 相依 类 型 还 有 Markov $£ X Markov 过 程 ( 这 构成 了 - 
第 三 章 的 主题 ) .更 新 过 程 和 款 等 。 更 新 过 程 是 运筹 学 . 排队 论 等 - 
管理 学 科 中 的 重要 工具 ; REI Rit RAPER Pe 
Bee. DR RUN ASCH HRA 5 b. Be TE 
到 过 程 的 分 类 不 是 绝对 的 , — PALE ae RS 
种 类 型 。 比 如 第 二 章 要 讨论 的 Poisson AERA MTS RAE 
稳 增 量 。 它 既是 连续 时 间 的 Markov 链 又 是 一 类 特殊 的 更 新 过 
程 。 若 过 程 的 参数 为 入 则 Poisson WH XG) 减 去 均值 函数 即 . 
广 ( 一 生还 BPR, 


1.2 A HEB AEA PB 


1.2.1 条 性 期 望 


要 研究 随机 过 程 离 不 开 讨论 一 族 随 机 变量 相 瑟 之 间 的 关系 ， 
这 时 常 要 用 到 条 件 概率 和 条 件 期 望 这 些 基 本 的 概念 和 工具 . 本 
闻 将 对 有 关 概 念 和 工具 作 一 简要 回顾 。 学 过 概率 论 的 读者 痢 一 定 
知道 什么 是 事件 的 条 件 概率 , 即 给 定 事件 B 发 生 时 事件 4 发 生 的 
条 件 概率 P(A1B) 等 于 P(A4N B)/P(B)。 但 究 况 给 了 随机 变量 
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-ide 


了 的 取 值 后 另 一 随机 变量 X WRAL AY BE UL TM 
45. ARRAS X ORIY.—RA2 EDS PO =y) > 的 
4 ESSAY =y f XR eH zu 


P(X-2-s»[Y-254)- AX t. (1.5) 

Mase Y =y X WR BR 2X UU] eA 
Fialy) = PLX <a|F =p}. (1.6) 

相应 的 ,给 定 了 =w， FRSA 
BRIY=) = Z/gPiX 2 2]Y =y}. (1.7) 


对 一 盘 的 连续 型 随机 变量 PCY =p FEE 0. 比 式 (1.5) 没 
有 意义 我 位 怎么 来 定义 条 性 期 望 呢 ? 常用 的 办 法 是 如 困 对 任何 包 
Sy BEI Ae PO GC Ay = 00M PCX€ A[Y=q) = 0, 
BR, PO CA > Oo 就 可 以 定义 
P(X CC A|Y=y) =lim P(X ALYE Ay. 
这 里 Ay40 的 意思 是 使 包含 的 小 区 间 的 长 度 缩 小 为 9。 际 了 个 
别 例外 的 sy 值 这 一 极限 总 是 存在 。 相 应 池 , 定 义 给 定 了 =y 时 ; 革 
BUR FA B BS 3C 
PQOC&a|Y =p) = lim P(X «s|Y € Ap, (1.8) 
记 作 Faly. Pens RAE AER GOD fal y E 
对 任何 集合 4 恒 有 
PC AIF =y) =f falydo, (1.9) 


且 [jf(wly)do=1 则 fkaly) 称 为 是 给 定 了 =y 时 及 的 条 件 密度 ， 


不 难 夏 出 条 件 分 布 函数 是 关于 条 件 密度 对 变量 了 从 -ce 到 于 的 


Fol =| fely da. (1.10) 


dpi x E Y 的 联合 密度 Je. y) 着 作 质 量 为 1 AP eee 
8 


〈 面 密度 ) 则 条 件 密 度 Fooly) BRA Vay 时 前 线 密 度 。 它 们 
之 间 的 关系 是 
Fla w= flal~fap, (1.11) 
其 中 Fp AREY Buh. WA, BEY =y, X 的 条 
任期 望 为 
| ECOGKIY =) = |ef GelDdo, (1.12) 


(1.7) 式 与 ,12) 式 本 质 上 是 一 回 事 ,在 更 深 一 点 的 课程 中 人 们 把 
它们 统一 记 为 


EQCIY =y) = [rdr (aly. (1.13) 


ESR BARS ,也 常 记 为 五 (及 | 了 )。 严 格 地 讲 (1.13) 表 示 
一 个 数值 (与 y ARO ECX|IYOWH ARLE, 

例 1.11 扔 一 硬币 出 现 正面 的 概率 为 p。 独 立地 作 投 策 试 
验 。 记 上 为 % 次 试验 中 出 现 正面 的 总 次 数 ， 并 设 首 次 出 现 正 面 是 
ER TKA., HEERA E n 次 试验 中 人 妈 出 现 了 一 次 正面 时 随 
志 变 量 丰 的 条 件 概率 分 布 , 世 即 P(T= ES = 1)。 

一 种 想法 认为 给 定 了 正面 出 现 一 次 它 会 以 相同 的 机 会 在 nn 次 
试验 中 的 任 一 次 出 现 所 以 工 的 条 件 概 率 分 布 应 该 是 1,2，… ,nn 上 
的 均匀 分 布 .但 有 人 也 许 会 争辩 ， 因 为 结 定 了 只 出 现 一 次 正面 它 
很 可 能 会 较 早 出 现 。 让 我 们 来 实际 算 一 算 , 事 件 ik. S= i} 
包含 一 个 序列 ， 它 仅 在 第 次 试验 时 结果 为 正面 , 所 以 P{T 
=k S=1}= a - pP -D-(T)su-p7. pube 
P(T=k(S=D)=P(T=k, S=1)/PW=)=1/n, 可 见 前 一 看 
法 是 正确 的 。 

ES ETE » SRF RRB X BJ Poisson 分 布 进 
入 计数 器 , 即 若 记 访 为 单位 时 间 区 间 50,1] 上 的 粒子 总 数 则 有 


P(s= pz Xe" , k-0,1,2- 





PLE TUER SE RETO, DBHSEE EDU ARE MATTE Ba my Bet Df 
fm [op TUOREBR MU AR Ze EA a RSA, 11 E5253 

^j 4r TE . 我 2d1u] boos 17) fay 4; 成 长 诬 y Ad LJ T ANE Oe TAY EE. 
thy At = a Ue, GE RIET n PRR A Re bE ERA Xe 


AME TERETE PO BEB 1-6 HOLLE 


PE- DAT EAS =1) = sec At, 
Ba Bp BiU apie S=1,7 BLO, rI EB] 分布， AREIS 10 所 
殿 吨 一 解法 ,不 妨 一 试 。 
条 性 期 望 有 些 重 要 的 性 质 我 们 总 结 为 下 面 的 
命题 1.1 à AX AY ty M Re =a—.p=FX, Oe 
PS MEFR. 
EX- |EcxIY = 9d. Go = ECEGCIY)1. (1.14) 
c) SHEE Y, VY Ameo CY, PER 
ELÓGCX,Y)|[Y-2y]- ELGCX, IF y], (1.159 


征明, 注意 至 当 X 4 Y thw, EY =y dy X WEG ZEB 


条 人 忻 分 布 蚌 一 样 的 。c) 由 此 不 难得 证 。 对 于 BD RENARE 
变量 的 情形 ， 


EXS DEX =y PY 792. (1.16) 
由 定义 ECOX|Y =y,) = XP = al Y y, EB RIEN 
定义 (1.16) 式 有 边 28 31 Day P(X = ay, Y =y) HER 和 部 
Fe 2it;PCX = s SEL EREY. 的 证 阴 留 给 起 者 作为 练习 。 
命题 1.1 b 告诉 我 们 计算 X Hy 3H au BLS} YB sb. EET 
Bee Yay it XBRL Bik eee Se ee E Xt 
是 总 irm e 
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£40 wiht ECE- qa 


Wü Pr GCE ee XR ETHIE BR Co), th ABE 
XH @ M VP SR T ELE BH RR Bp Coy) EE: 
EX) Vow, 3x35 dk En 3 30: RO d | 


1.2.2 SEEN EE EEBN S 


TX 1.9 IEE X NS BRE LE eU 的 期 
HHRH g (0) BD 


ga) = Ee!) = fe*dF (a). (1.17) 


抵 母 画 数 刻 画 了 随机 变量 的 许多 等 征 ， 是 研究 它们 特 恬 的 重 
要 工具 。 当 和 矩 母 次 数 存 在 时 它 唯 一 地 确定 了 王 的 分 市 。 通过 
guion E POR B X Wee A 
ELX*J=9™(0), nl (1.18) 
其 中 g' (32 9) 88 n Braces RRA. HE EPS I TOK SE 
AR 3 PRIB (1.18) RATED ,对 相互 独立 的 随机 变量 X MY, E 
AVL ATL RI RE BG BT SL ESTER. 
Gray) = gr Og, OD. (1.19) 
Bho — Bl DLE Et 458 PORE BE BET Ba FS d 8] 
随机 变量 。 书 末 表 1 XU Y HERI D LAE E 09 236 RT TEL E 
$353. 
如 果 随 机 变量 Y 等 于 一 串 独 立 随机 变量 Xi Xa... Y 的 
和 且 下 标 入 也 是 个 整数 秆 随机 变量 。 则 了 是 随机 变量 的 风机 
利 。 这 在 实际 问题 中 常常 会 磁 到 。 比 如 ， 是 在 某 一 时 段 到 达 服 
SEAGER, TEX RE HE OR e p qp MY 
= 习 并 ,代表 总 服务 时 间 。 这 是 排队 问题 中 的 重要 变量 。 又 比如 


在 讨论 人 品 和 生物 群体 生长 模型 时 在 某 一 地 区 某 类 生物 的 总 数 为 
NX. EP RUA BO Y" RS BOR RA Be, TEE 
BH BLA Y BARES Be Se PE TT 
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a -+ 


例 1.12 HE PLPIEUEGE IRE. iB X Xa WB IIS AE 
布 的 随机 变量 ， Æ Re RAM VERS X FF PU AAR. 


Y Shai PUO xXx. g,®) ARERR. AK gr gern keener 
Ele’’|N=n]=Ele zie IN =n] 


= Ele ÀT* [y =ne EL e! 274 
-[grQOT]" * 


于 是 有 gr) = Ele 1-2 Fi Ble’! NI} 5 BE (gc (0027 12 3] gu 2 
XY RSM 


gr (D = EIN (gx (t)) "71g, (001, 
gr) = ELNOV — 1) Cg (00 (g (DD! 
+Nigr@)* 197]. 
t= 0 (RA LRA 
EY ~-HINE(XUI]=BNEX, 
EY?^- EN Var X + EN?E? X, (1.207 
VarY = EN Vat X + BX Var N. 


如 果 把 eT 的 数学 期 望 故 为 s* HAAAT EAER Be SD 
概 认 生成 函数 。 


定 尽 1.8 AX HARMS RW Bs") wR RR 
Je PRA s ic fF ys), Hf pP POE 2k) p, k-205,1,2, - Du] 


br (2) a pas" . 


HSE Dy (8) 是 以 概率 ps EGG REUS, du GO 5 X BU 
概率 分 布 也 是 一 一 对 应 的 ,而 且 有 p= pr) 


p B-Abrs) 0 &-2152,7, (1.21) 


与 短 母 函数 的 性 质 类 似 车 五 ,了 为 独立 随机 变量 则 它们 和 式 的 概 
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率 生 成 阔 数 为 
jr) = dr GO nde (2. (1.22) 
ii X 的 期 望 及 有 关 高 阶 抵 也 可 由 Bs) 关 于 s STE 5 = 1 BY 
HERH AE 
EX = Pr) | mi? 


BU X = 1) OG -re0) =-S br (8) . 0.25) 


AEA, 4X, 为 RRBXEB BLUE BECA HE AE LECUS 
bets) 则 对 了 = DXA 
Prts) = EQ) 
= E{ EUS” | NI} 
= Ei lpr (3) )"} = ub GI. (1.24) 


1.3 k & 性 


在 随 衬 过 程 的 研究 中 ， 还 经 常会 遇 到 各 种 意义 下 的 随机 变量 
序列 的 收 伍 性 问题 。 下 面 简要 介绍 几 种 收 笋 性 及 它们 之 间 的 关 
&. 

EMIT HY, nel APES, SHEMMES 
X $ 使 对 Ver VE 

limP(Xs- X126) =0, (1.25) 
HUSK RA BL AB EE yj (Xa. nel} LONE GE GE EX OT Xe, 记 为 
x, 5 x. 
如 果 素 件 {as lim (Xn (a) -X (o) =0} 的 概率 为 1, 即 
P(lim(Xs—X)=0=1 (1.26) 
Pe BE PILAR PS Xn, nel} 几乎 必然 (almost sure? 收 at T 
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X ii» Xs as BRA ENEE PEEL DLBER 1 ST X. 
Bj1.13 在 Benoulli 试验 中 , 设 每 次 试验 成 功 的 概率 为 py 
Hoy tte 
PUS, 记 nn 次 试验 中 成 功 的 次 数 ， 则 S/n, 
证 ”由 于 Ss 一 如 (wD) 7K Markov 不 等 式 ， Xj Ye 之 0 有 


r( Sa 一 


7 





FEN 
p >e) = P(t|S,— np] =ne) <E pe 


-.npO-P PIT P) Q0 (n=) 
ne ng? 
所 以 S./n E: n, 
定义 1.8 设 随机 变量 X nu, n>1 CEA TRIS BUE 
anm 
则 称 Xe AWA X, We X. 3 X. ILS Oe A” 
是 平方 。 


4; 2 u 
ipi 1.13 ch, 由 于 r( op) = POP 0 (me), 


tit Sa/n E Da 

= PES MR, HA SALE OR aa 
含 以 概率 收 敏 , 反 过 来 不 必 成 立 ! 其 次 询 方 收 敏 和 几乎 必然 收 莹 则 
互 不 包含 。 


习 B — 
1. 4 XQQ» E-——H BAAD EUH. iE XOWGSORGE UH 
Spits EXG)5 EX(G)X(-DAXUR AM s. 
2.400 UV, KAO, D PHASHHBRAHHEE. 对 
Ot ml x OL 


id 


1; mt. 


IG, a) = lo. e 


并 wX O =È DIGU»), O<t<l, XURU,, e,U.4 Bd 
SAW. TREN (0485 p (deg £o 4X. 

3. 4 ZZ HREM LADAMEES, dk 0,2 Ed 
ow, ACER. ZLTE OX (0 = ZQ.cos Ape Zasin At RK VOY 
HERRAT DA. TATANA 

4. Poisson 这 4£ ( X(t), £20) S X (D X(0-0 GD st 
>s, X(t) ~X(s) ARAM +) AGs) ti Poisson 25 , ciii) 过 程 
TRASE, RRAMADZRPOTE BH. TATA 
81957 | 7 

5. XQH J M4 p $5 Poisson i$ d£. it Y = XE+) 
-X G), RAPE YR SHEAR dAcyEGAn3t. ANRE 
£u. 

6. $ Z^ 27,40 25 OW HMM EE. PO--1) 

, 
2 


是 宽 平 狠 的 * 它 是 严格 平稳 的 吗 ? 

7. RIES Zo, Zi. Za, AaS Ah EE. SMX 
Xa7 hot Zitten WiXa n>0} 是 独立 增 量 过 程 。 

8. FR Xee PRE MMED, LERMHAZAGTRR 
保 它 是 严格 平稳 前 随机 过 程 ? 

98. 售 瑟 和 了 是 从 单 住 加 上 的 均 为 分 布 中 随 拟 选取 一 点 所 
Ted GE AR hee de, TTT Ee Op ae 
p(x?+¥? 23 x»y) 

10. 粒子 依 参 数 为 入 的 Poisson 分 布 进入 计数 器 ， 两 粒子 到 
达 的 时 间 间 隔 人 73， 是 独 幸 的 参数 为 入 的 指数 分 布 随机 变量 。 
KS X[0,1]H ARP AEF SR, MEM 工 C[0,1] 其 长 度 记 为 
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=P(4,=1)= sit, X OG) = ZyCOSAT+ Zin Mt Rit X (D 


IT], Ries P(T,ET,S=D= PCT El, T, € T.) te 
HPCP,ECT/S=1)= 17), 

ll. X, YARRRAMREZLDS Wa. E ECOXIX 
+¥=s)=HCY|X+V¥ 22), iE XT +P HH XH RE 
Mi. HALRB EOX—90X-Y). 

12. AE 2T ik E VOLARE ARE. VV Vu. V 
们 前 联合 分 布 密度 依 Maxwell-Boltzman 定律 为 


1 — ut vt + v2 
Fras Tys Fe 人 zy 人 由 {mpT) VE exp" (ar Ah 


其 中 天 是 Boltzman # &. T 3 Hya., SRSTUSR 动 能 
Ae Xm AAAI EAI 3565] ii agi. 

18. BX Xa Xn 独立 同 分 市 。 € I m AAR ALA A 8948 
BEREE. AUK, Ado os VATAR. REMY 

fO -AkeUOD"U'/o-11, to. 

14. EX, fe Ye 为 相互 独立 的 均值 为 各 和》%Xs 的 Poisson 陆 
PLES RK Xt 8943, HIP RB XQ. X= nH X. $54 
mA. 

15. BS X,.X,.,-0& GL Bd ARARA SAARED. 
OON RAIL op E, FP 
P(N =m) = BO- A), n=Le2e,s OC G1, 


RAMANA =EL 425. 

16. $ X,XQ.-EBSGEPQ-E0 = 村 下 与 Y, 
立 且 服从 参数 为 和 局 的 几何 分 布 ，0<RB<L。 试 求 随 杭 和 
Y= IX 8535 4 Up Ede 2 MAE, 


17. 随机 变量 如 服从 参数 为 六 的 Poigson 2k. WEN =n, 
随机 变量 开 服 从 了 砍 全 和 四 为 参数 的 二 项 分 布 。 斌 来 MHASH 
HEST, 
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第 二 章 Poisson 过 程 


2.1 Poisson uff 


许多 但 然 现象 可 以 用 Poison SRA. JOE AÁARAGSUM 
理 过 程 可 以 用 Poisson 过 程 来 刻画 。 它 是 随机 建 模 的 重要 基石 ， 
也 是 学 习 随 不 过 程 理 论 的 重要 直观 上 背景。 最 著名 的 例子 包括 闭 插 
计数 器 上 的 粒子 流 , 二 次 大 战 时 伦 就 空 歼 的 弹 着 点 ,电话 总 机 所 接 
收 到 忧 呼 的 次 数 ， 交 通 流 中 的 事故 数 , 地 有 多 记录 ， 细 胞 中 染 鱼 体 的 
交换 等 。 这 类 变化 过 程 可 粗 嵌 地 假定 为 有 相同 的 变化 类 型 ， 我 们 
所 关心 的 是 随机 事件 的 数目 。 而 每 一 变化 可 用 人 时 间或 空间 上 的 一 
. 个 点 来 表示 。 这 类 过 程 有 邵 下 两 个 性 质 ， 一 是 在 时 间或 室 间 工 的 
均 句 性， 二 是 未 来 的 变化 与 过 去 的 变化 没有 关系 。 我 们 将 基于 这 
些 性 质 推导 出 Poisson 过 程 的 寞 型 。 

定义 2.1 一 个 整数 值 随 机 过 程 ON (Q0 , £20] 满足 下 述 三 个 
条 件 就 称 作 强度 为 m0 Poisson of HH. (0D 4020-20, Gi 
NO 是 独立 增 量 过 程 f GD XE E fat 0, 52208 EE NORD 
-Nits) 服从 参数 为 并 的 Poisson 分 市， RE 


xmas 
P{N(s4t)-N() =} = SAE, k-0,],-, (2.1) 


.定义 的 条 件 (让 告诉 我 们 随机 事件 从 时 刻 0 开始 计数 。 条 件 
(HD 是 过 程 称 为 Poisson 过 程 的 直接 理由 。 出 Poison 分 布 的 性 
RISE UR H ENG = VarLN (0212 at, H E N +i) 
— N (s) 代表 时 间 区 间 C5 93 + ilH AE RL FE Hh AG PP CID 3X 
— HORE ag a KAT AF aE. aR TE (1D. MGD 
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KA AY EPRCTSOR TT THEE, MRE E Ida 
HER. GSRGE aA ays MR CAGE, E iH tebi garde acd: uu D Ix oa 


£32.31. EZAR Poisson XE SEL AY eBoy 2= aA Li 
Hr. Lu Tyri EV 0-00 E FI. FRAY g : 20 fl fg m — firme , va 
$4 11:80 rib EL TDA 5 ANIA kR gies 

ack 


: VM Spb H ATF ^as ^. at m 
Et UV tI ur HÀ [s Ji ASMdS » "d :A er BH: GIA. TER side 


Tr TRANG Jou 76 >) = S TE fe 
ny ( |) ) zig *( ° ) 5} 








[em 
SOAM "dl 
-0.0155. 


Re a SS PA UU NA Poisson 分 布 。 这 是 由 于 当 试 验 次 数 
很 多 而 人 千 次 试验 成 切 的 概率 很 小 时 ， 二 项 分 布 可 以 通 近 Poisson 
AH. GidN 为 试验 次 数 ，p ARDRE EmA VBRAN Np BT 
一 个 种 和 量 2 则 交欢 试验 中 的 总 成 功 次 数 近 亿 地 服从 参数 为 和 的 
Poisson 分 布 。 这 一 想法 很 自然 地 可 以 推广 到 随机 过 程 的 情况， 
记 E0,co) 为 观 控 和 过程 的 时 间 轴 ，9 代表 起 始 时 刻 ，N(B) -N (a) 
ARI CIA) b] 上 发 生前 事件 数 ， 我 们 特 作 如 下 假定 ， 

(D 在 不 外 交 区 河中 事件 发 生 的 数目 相 开 独立 ,也 好 对 任 
MER n=2,3.°° Mit X) dom ame Ln, WS NG) 
-NUD, A (0 ~ N(G D n WC) — Gas) HEC IST. 

(2) Xfi faite ¢ AE Sh. DE DLE kt (HS EO NO 
-N GONE SEE a} AP DER] EE Fe M AR A A t 

(3) FEELS 2, Ay OI BOE BE 2 à B ET 3E 


Të 





m 


FEDRE KRE 
PING+H—- NOD S1} = tht oth) 
(D EEA CE t REAP RA TOES FE 07 33 率 为 
oC CH LRA TP) s Bil 34 hio, 
PAN Ct- ID - NO Z2) = off 
JA TERE BUR SUB. OO RAER (0D HEEE 个 长 
度 想 同 前 小 区 闻 上 事件 发 生 有 相同 的 概率 pr (D 告诉 我 们 成 功 
CHE RAE ALK poA, WE piss (4) 是 说 明 谈 件 不 发 生 的 
RRA 1-AÀ-—1- p, HEE $835 Bernoulli 试验 的 模型 。 考 


Xs Capo C062 N o, KEHA LOn, N-. TH Np 


三 At。 二 项 分 布 的 极限 为 参数 为 Mt Poisson 分 布 。 从 直观 意义 
看 如 前 所 述 OD 为 前 后 的 独立 性 ，(2) 为 时 间 上 的 均 名 性 或 齐 次 
性 ，(3) 表明 事件 是 稀有 的 ， 而 (4) 则 称 为 相继 性 (orderliness), 
意 轧 是 事件 是 一 件 一 件 屯 发 生 的 ,在 同一 瞬间 闻 时 发 生 多 个 事件 
的 可 能 性 很 小 很 小 。 基 于 这 些 假定 我 们 可 以 证 明 。 
命 王 2.1 满足 假定 (1) 一 (4) 的 随机 过 程 N(Q) H Poissons 
证 明 ABAD), N(s-D-—N(G) HAHN 的 
SAA. HRI Ve 是 Poisson te, RK VOY 
Reo XB. i P.O) = P(N =m}, Hid pd) = PUN A) 1) 
= Ph) + Poh) + =1-P (a. pUOOREXECO ALERE tR 
一 个 以 上 事件 的 概率 。 由 独立 性 
Pith 2 POP) = Po) - p( 32), 
因而 ， | 
Pith Po) pen ® 


A hy ts mcm PIO S= = aP. VEGAS 
这 一 方程 的 解 是 Po(B = ce. AARRE OD = 1 确定 C= 1。 


i? 





KAP O=e™, 下 面 再 依次 定 出 卫 .人 tl. dubium, 
. PG EA) =P, OP + PEG, (2.2) 
出 假定 (4) 可 推出 
pO) - PING+D— N=1} 

= Ph)+ PN G-I)J- NU 22} 

= Pith)  o(À), 
将 Poh) =1- ph) 及 PUO =pl * o(0 [EX (2.2) E P T8 n 
EHA 

PxG+ kh) — Pye) = — pth) P,O) + pOD Pah tolh P400, 
两 边 除 以 无 并 令 天 4 0 可 得 到 微分 方程 
Pitt) = — APíAGD + APSD, 
这 里 所 用 的 分 析 方 法 是 公 让 上 变化 很 小 利用 已 知 假设 建立 起 有 尖 
ME Gat es BRAT HSH. BM m> 有 
Palt + b = Palt) Path) + PíAO P,00 


+È Pal PAD, (2.8) 
S Pa) P (i) «31P (h) = 000, 


38 (2. 3TH AL OMA 
Pip 一 一 AP mt) + AP a-ioa T — 1,25)", (2.4) 
在 初始 条 件 PAO) =O, m-l,2Z,*- 下 容易 解 出 (JA 5) 





EN AT -hg 
= e » 
PG) ml 


Hl ae 2 2.1 命题 得 证 。 
不 直接 解 方 程 (2.40, ERAH 1.2.2 8 BrAr ee ER 数 
方法 来 验证 六 (2 HERMA- Poisson 27815] X BER BAA id 


g(u,D = Gacy (ui) = Ke" = 31e" Prt) 
为 过 程 NC) HERAA. (2.40 
iO 


og Cad) A es py 
2: = 名。 Pio) 


= — XR" P(t) + 23e" P, U 
= — g Cust) + Ze"g (ust), | 
所 以 立即 有 
a n u 
formaco = ae 1); 
g(u,0) = P,00) =l, 
RH g(u,D = e**"-D, EE Poisson 变量 当 参 数 为 ze mi t p Sg 
函数 ， 
命题 2.1 的 这 些 假定 在 实际 问题 中 常常 可 以 近 做 地 得 到 满 
足 ;从 而 建立 起 Poisson 过 程 的 随机 模型 。 


2.2 与 Poisson 过 程 祖 联系 的 车 于 分 布 


2) BA LA Poisson HE NG). MEARE M x 
FEE EE HARKER AINE 2.1 所 示 。 这 个 图 
对 理解 和 掌握 Poisson 过 程 十 分 有 用 ,。 


NGD 





fe x. TN eee 

图 2.1 Poisson 进程 的 样本 政 径 
图 中 第 上 -1 次 与 第 nm KEE E bY E R tA i E En MW 
= Dx. 为 第 KARRIERER., XR HR X. SW, 
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分 布 . 
命题 2.2 X.a-1,- 是 均值 为 地 的 独立 河 分 布 的 指数 


MAB. W. RASSA n A a hy Dnm. 

证 上 明 事件 { 卫 :>> 身 表示 第 1 次 事件 发 生 在 时 刻 了 之 后 。 其 
发生 当 且 仅 当 在 时 间 区 间 (0,7] 中 Poisson 过 程 不 曾 有 事件 发 生 
i. BE, . 

P{X,>t} = P{NG@ = 0}= e", 

TO P{Xe>t|X,=s}= Pls ste] RATRE] X=} . 

= 了 fsss+ 村 中 事件 不 发 生 } 《独立 增 量 性 ) 

= P(O,U PHA RAE) 《平移 增 量 性 ) 
. ME | 
这 就 可 以 得 出 结论 也, BM SL 1? 为 参数 的 指数 和 分布 而 B OX, 
Xo MRA. Sp a A 互 ,证 明 命 题 的 绪论 .利用 第 一 章 
习题 13 RÉEL ADR Wn, RAC, SEH (n, A. BRATE 
在 这 里 再 给 一 个 直接 的 证 明 。 因 事件 (INO Sn} BSW, =} S 
价 的 。 它 们 都 表明 第 次 事件 发 生 在 时 刻 € 之 前 或 者 换言之 到 时 
At coBErReay nee. TE 


P{W Et} = PING@ =n} = De™ or. | (2.5) ' 
对 VW, 的 分 布丁 数 (2.5) 式 关于 +t 求 导 妇 可 求 出 到 ,的 密度 函数 


a (At)? Saar (AEDT 

= 一 一 < 一 .十 e 

f».O) ge j1 ze G- DI 
_at CAE"? 


= ie (2—1)1* 





命题 溢 得 证 。 

命题 3.2 从 另 一 角度 刻画 了 Poisson 过 程 而 且 可 以 应 用 于 对 过 
程 进行 计算 机 模拟 。 从 均 多 分 布 050,1] 中 随机 抽样 的 方法 是 部 
知 的， 将 其 作 变 换 后 就 可 以 模拟 参数 为 2 的 指数 随机 变量 。 而 独 
3r 5814) 45 HC LE REIR X, 依 命题 2.2 就 是 TV, 也 就 是 
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Poisson 过 程 第 ”次 事件 到 达 的 时 划 。 这 料 就 可 以 模 报 参数 为 4 
的 Poisson 过 程 (N (O £20), 2 越 大 表明 事件 平均 间隔 时 间 二 


Mi, BN SERRE, BEEREK, 
给 定 了 到 时 刻 S BRAT n PS, ERISA et 发 生 
子 占 尾 事 的 条 件 概率 可 外 习题 1 知道 是 二 项 分 布 。 但 人 们 党 党 对 
ÉRE Nin 后 事 性 发 生 在 Wises s Wa 的 联合 分 布 更 感 兴 趣 。 
天 于 这 一 条 件 联 合 分 布 ， 我 们 有 
—OX3À2.1 BANG, to 为 Poisson AP, AENG) =n 等 
待 时 间 W,,---,W BK BREA 
Fre yeeeWnlxtcien C attt pain) = nit, Oa reped, 
(2.6) 
ER He NO=n, Fin PSAN AW, Hw gles 
Ph 对 充分 小 的 增 量 Aw, SA NO =n Fw SW uot Avis 
$= Ly mF 5 TEDw w, + Aw) t= 1, sm 中 怡 恰 发 生 了 一 件 
BT FE LO, en.) » Cee, + Atos wad, Dtosa Atta, wade tos 
+Aws 0] PRARASFEAM NM. TÈ 
Fenny CU gto Aq, so Ate 
= Pw cW <a, t Awt 15250" n/N (CD =n} 
+ of Aw, Ass) 
= Pin Wo Aw, $= ToD gr ont N (D = n) 
{PING 2n) + o(CAus- ^w. | (2.7) 
上 式 第 一 项 的 分 子 由 独立 增 量 性 及 Poisson xi f2BUAE XA 
PIN Gio; t+ Aw) N (w) 2 15¢= 142 st 
IN (u42 = 0N Ge — N Gu t+ Aw) 70, » 
LN Cat) — N (ana + Ata.) = DIN (D N Go, + Aw) = 0) 
= LAN AND + oC Aw Aw) I+ 


[e7*"a- Ad we oo anu) (e AF ay Va yo he, Dee (Ec wn- Awn] 
= . 
= A" Ag Ae et + o(Au Ae) 
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Tone aere mea rren LÁ eniin iq 


分 母 为 ein 。 代 入 后 在 (2 .7) 式 两 边 除 以 Au Aw, JES 
Aw >00 i= 2 就 得 到 (2 GR, 

熟悉 数理 统计 的 读者 马上 可 以 看 出 联合 密度 (2.6) eo 
识 . 车 从 [0, 订 区 间 上 的 均 勾 分 布 抽取 nw 个 独立 同 分 布 的 随机 样本 
Up, Ua H Ses ARS BRR PP r EN Uu, «Us, elt 
Uc, M Uc, i71, on 的 联合 密度 正好 是 (2.6}。 有 关 证 明 可 
参看 陈 希 矣 痛 的 《数理 统计 学 教程 了 上 海 科技 出 版 社 ，1988s 33 
HR. 

例 2.2 WSK Ey Ad Poisson 过 各 到 达 车 站 。 若 类 E 
ERA ¢ BSW, MIZE (0,5] 区 间 里 顾客 的 平均 总 等 待 时 间 是 多 少 ? 

Mm +P AK Poisson 过 程 到 达 的 第 一 位 顾客 他 的 到 达 时 间 为 
Wis SARA + 发 车 需 等 竺 i 一 。 而 第 位 旅客 的 等 待 时 间 
为 二 下 ,在 (0: 纪 区 妖 总 其 来 了 丰 ( 人 0 位 客人 人 ,所 以 总 等 待 时 间 为 


党 (一 到 9。 而 所 要 求 的 平均 总 等 待 时 间 就 是 了 [ S ow]. 
为 求 出 它 可 以 先 求 条 件 期 训 
Bl 3i @-WO1NG) =n] 


= ELE -WOINO =n] 


=m- E BARG - al. 


注意 到 给 定 NO) 7 nW,, 42 1, n BEA SERERE S 0 EE 
匀 分 布 中 随机 样本 U,,67 To 的 次 序 统计 E Ucs $21, on 


E|Ew.ivo =n] 
因此 ， 


2d 


Nt B _ _ _ nt nt 
[2a WING) =n] =m = ME 
最 后 得 到 
Ct} EE _ a 
D ba a-wo]- I EUN (17 LL, 


可 项 看 到 顾客 平均 总 等 待 时 间 是 和 大 成 正比 的 ,比例 因子 的 大 小 
决定 于 Poisson 过 程 的 强度 2. 


2.8 ”Poisson 寺 程 的 推广 


前 两 节 所 讨论 的 只 是 Poisson 过 程 大 察 庭 中 最 简单 ， 最 基本 
药 一 种 情形， 是 天 大 简化 了 的 随机 模型 。 人们 可 以 很 角 然 地 将 其 
作 各 种 推广 。 


2.8.1 EXA Poisson HE 


Poisson 过 程 克 人 中 的 强度 1 是 常数 。 它 是 事件 发 生 在 某 
一 小 区 间 上 的 概率 与 区 间 长 度 的 比例 因子 。 更 确切 地 说 
PING+h)-NG)=1}= Ahre Mm Ah + ofA) 
如 果 介 诗 这 一 比 山 因子 优 赖 于 时 刻 1， 所 得 的 过 程 就 是 非 齐 次 
Poisson ṢA. HSR t MAA AY. KEER TAREA 
平稳 的 例子 。 此 时 ， 
P{NG+h)- NG = EF} 


_ 人 ea) ex - wan) "- 


(2.8) 
AA] Ham 2.1 n HEC EOD 
PN GT À)—- NG) 21} = ACDAt OCA} 
就 可 以 完全 类 全 地 证 明 。 
SM 2.3 在 2.1 池 的 翁 定 (1)， 2) OMAR) PE 
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FAG) 是 参数 为 ACE) 的 非 齐 次 Poisson MERE RUPE REN (e+ hy 
- NOD 的 分 布 为 (2 .8) 式 ， 

例 2.3 记录 值 ， 随机 变量 X..X2,o- 是 一 串 独 立 同 分 布 连 
LEIER. SARA PCD, RRB FO. XR Bde 
2G TERUAS Hy 20) = FOG- F CO OE SL AE ARCU, EMS 
观 意义 是 ACE) WHS PCY = tL Xt), Moc tre E ZU £ HF 
HELHET- -RE t RRR A NE. id =O, 24 X.— 
maxi ie 村 ， 世 就 是 当天 的 值 超过 以 往 任 何 记录 时 称 
在 时 刻 e QS idak. Xn WR AA red idee. idatia BS 62h 
NSCS RRR RANG), Arise e WARE T @ "BE 
生 则 NG), £290) 为 一 非 齐 次 Poisson 过 程 。 其 强度 B 数 正 如 
是 失效 率 G. kb 

PW (D20)-P(X7—-0-1-F(D-2eha-£F*» 


eos =f fes] nb 8 


正好 是 (2.8) 式 中 加 =0 的 情形 。 有 兴趣 的 读者 可 自行 证 明 本 例 。 
记录 信 的 模型 也 解 笃 了 为 什么 当 用 Poisson USE TIE SEC K 
害 的 发 生 过 程 ,因为 灾害 就 是 负面 的 玻 记录 。 

2.3.2 复合 Poisson 过 程 

人 们 在 考虑 设备 故障 所 备 的 维修 费 ,自然 灾害 所 造成 的 损失 ， 
股票 市 场 的 价 裕 变 动 时 都 会 灵 到 这 样 一 类 模型 ， 事 件 的 发 生 依 从 
一 Poisson 过 程 ， 而 每 一 次 守 件 都 还 附带 一 个 随 宙 变量 (如 贰 
用 ,损失 等 ,这 时 ， 人 们 感 兴 趣 的 不 仅仅 是 事件 发 生 的 次 数 , 人 
们 还 要 了 解 总 费用 或 总 损失 .这 也 就 是 黑 计 值 过 程 卫 (#) = 37, 
其 中 了 ,为 独立 同 分 布 的 随机 变量 。 它 们 有 和 分布 函数 Gp. 均值 
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feiern #9. 


EY =p, 28 VarY =r", NWO 是 参数 为 4 的 Poisson 过 88. 
XO 就 是 复合 Poisson. HH 1.12 易 知 X CO 是 随机 和 并 
H BCX] = duty Var) = iG Tate RY, + 
1, 424 Poisson 过 程 X (0 就 是 通常 的 Poisson 过 程 。 

例 2.4 BEERS TATE. BEARRA D 4 为 速率 
的 Poisson 过 程 。 记 第 次 与 第 -1 次 吻 手 前 后 股票 价格 的 变 
HY, BEY, Y» - 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 且 与 


NG) f. Ti Xa) = ZY, MRAR? BRER EAE 
化 。 这 是 投资 AAAA SREBRNI KEREK. i 本 的 分 
di GG. W P{Pi+Fa< 中 = 人 Gy — DAA G) EAEG) 


BGO Ca) E GAG EHUB. RR GOP Cy) = Gee GOD 
GAH n EER. 基于 上 述 记号 PERH XO) 的 分 布 。 


P{ XU) <a}= ae: * YY aca} 
' EUG Yes cn | 


zx Y «a CIR e 


"£3 


ay QU) (AH) e^ M e oq. 
niu mt 
2.3.3 B Marked) Poisson HB : | 
在 复合 Poisson APRN OWE RI. RAS 性 
ESTEE ZA REDI EE PO LE RHET 30209 18, 引进 随机 对 或 随 aL 5 
WV ater aW ,,Y 2 5 MAPEMA Poisson 进程 。 其 中 
We PAR k Pe Pa See BJ. 这 是 一 个 多 维 的 过 程 ， BUT M 
幅 不 能 作 详 细 的 讨论 。 iR ER ZX Apu RAP LAE DR ey E 
X. 人 们 可 以 讨论 各 种 有 用 的 柜 型 . 雍 如 令 卫 1 了 ,=1}=ps 
PLY, =O}=q=1-p, Opar 就 可 以 得 到 本 章 习 题 9 所 讨论 
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的 模型 。 再 令 NO = Sr, 则 N.CO 是 强度 为 apt) Poissonst 


程 。 它 是 以 一 定 的 概率 机 制 人 内 N (2) gum. Xxx PLH $525 WE 
Ali (thinning), 


2.8.4 空间 Poisson 过 程 


BM Poisson PEAY AREE BIS. iS wa 
锥 空间 的 集合 .se 为 号 的 子 集 所 组 成 的 集合 类 ,其 中 元 素 为 AB, 

(CAD 29 — BB BLzXE . EMRE MAO 41, 2s SE 
DETARE A 中 集合 A, FRA BORE NOA E 种 可 
AME. BRISA ABRAZAN AUDENC) + 入 (B)。 [8 
想 在 一 维 的 情形 5 就 是 正 半 实 轴 。A4= (8, 条); O<s<t, 我 们 记 
AMADA [AL KER UAB). 

定义 2.2 {NC 4) AC MH ji FIBI AR EFE SR EHE 
是 >0 的 空间 齐 次 Poisson 过 程 

(D 对 每 个 AC, NCA RMS BH 21 Al 的 Poisson 分 
布 。 . 
Gi) 对 和 任何 有 限 的 出 总 的 不 交 子 集 组 成 的 集合 类 {4d…， 
4 .随机 变量 N (AD, NCA, 是 相互 独立 的 。 

销 如 在 天 文学 中 带 常 可 以 把 宇宙 空间 星星 的 分 布 看 成 三 维 的 
Poisson d f£ | Tti — X X E 8 228 b] £e: ECEDI RAE E JE HE Poissonjt 
程 的 著名 例子 。 


2.3.5 更 新 过 程 | 
由 命题 2.2 知 事件 的 间隔 时 间 工 , 梢 也 独立 而 且 有 相同 的 均 
人 为 坟 的 指数 分 布 。 这 是 Poisson 过 程 的 重要 特征 。 如 果 把 时 间 


间隔 于, 服从 的 指数 分 布 改 为 一 般 的 分 布 函 数 (wmw)， 那 么 所 得 
的 将 会 是 什么 过 程 噶 ? 这 就 是 所 亩 更 新 过 程 。 
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定义 2.3 如 果 开 ,=1，2，… 为 一 申 非 负 的 随机 变量 。 
EMTS, DBR FG. iE Wa, We 1X. 
到 ,表示 第 mn KSPR TA, MEK 

VG) =maxi{n:W,=<t} 

APIS. 

定义 中 NG) SET SUA 二 时 事件 的 总 数 。 Wiii, 
也 常常 称 为 是 更 新 点 。 在 这 些 更 新 点 上 过 程 又 重新 开始 。 在 更 新 
rbfpSCPOERGEBDEIJUGERROS EE a AD AXE. du fEmO.L RD 
mO = EUN (2, Bi SH BY E P 2 EE EM By fe ia. R 
们 仪 给 出 最 基本 的 。 

命题 2.3 更 新 过 程 NGO Hd 

PING) =n}= FPA- FD), 


而 更 新 函数 m) = Srv). 其 中 FOOQ) FOR n BSB, 


FG) Wo X, zog. 
证 明 POTS HAA tM ER BRAT RST ^ ES 
第 次 更 新 发 生 在 时 刻 t 前 是 等 价 的 。 也 踊 有 
LN (D zen) => (Wt), 
CHO o  PUNO 2n) = PUN (CO Sn} - PIN (Wnt 1) 
= P{W, t} - P{W nat} = 人 
| = (2.9 
Reem, SAME aR 
I [> 车 第 "次 更 新 发 生 在 [0, 幻 中 ， 
" de, METH, 


&A,NO-AL TR 
BUG) I= s [xz ]- gri. 


=> PU, =1}= pew, <i} = De, (2.10) 
29 


Le ar nn le Mur PAL E 


例 2.5 Xj Poisson TH N (0, X,, Xa 为 独立 同 指 娄 分 
dg. d'2.2 TiN. DAW 
Bo FY 二 — At CADE 
(= >> 心 | (di s 
这 也 可 以 家 对 DARE BE FO) 求 积分 来 直接 证 明 ， 于 是 利 
Hj pm 2.3 立即 可 得 
PU LG) = n) = FO (0) — POM) 
- Se- GA? p ex D = anne KAE)" 
Fes j! jor ?1 ni 
UB mt} = àweo = = Sen 4" 
Lh — = eG 
paps ap^.) - jel (j- Dt 





j=1 Er 


= mee eno = M. 


kw 


了 这些 结果 都 是 我 们 ron aT. Poisson 过 程 确实 为 更 新 过 程 的 
Jr ERIS. 

更 新 理论 有 着 丰富 的 内 容 和 广泛 的 应 用 。 运筹 学 中 的 排队 
i6, FEMP, WARS. 管理 数学 都 要 用 到 大 量 的 更 新 理论 
的 知识 。 在 进一步 学 习 这 些 内 和 容 时 经 常 问 想到 Poisson 过 程 是 它 
HG BIST FIER A 益处 。 比 期 对 Poisson xl HEN C) /t 


-Mfic ant (HEARR. 而 令 人 惊奇 的 是 对 一 般 的 更 新 过 


程 也 有 iim2 1 , 其 中 w 是 事件 问 晤 时间 XC, HO MB EX. 
这 就 是 著名 的 基本 更 新 定理 。 它 告诉 我 们 单位 时 间 的 平均 事件 次 
数 当 ; 趋 于 无 穷 时 趋 于 一 个 固定 的 极限 二 。 


我 们 已 从 上 述 五 个 方面 推广 了 过 程 理论 中 的 一 块 重 要 基石 
Poisson 过 程 。 在 学 习 岩 机 过 程 理论 和 处 理 各 种 随机 模型 时 应 注 
意 它 们 的 联系 和 区 别 。 要 腊 清 于 研究 的 实际 问题 的 适用 条 件 是 什 
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妈 。 这 样 才能 更 准确 出 刻画 实际 的 物理 过 程 。 在 下 一 章 Markov 
过 程 的 学 习 之 后 我 们 还 可 以 看 到 :Peisson 过 程 是 一 类 非常 特殊 药 : 
连续 时 间 Markov 这 程 一 一 纯 步 过 程 的 特例 、Poisson 过 程 随时 
TED, xk RAEI IND 增加 1， 随 后 ,经 过 以 相同 参数 
和 的 指数 分 布 等 竺 时间 后 事件 再 次 发 生 过 程 再 增加 1。 而 对 一 
的 纯 生 过 程 ， 过 程 的 状态 变化 的 等 待 时 间 可 议 是 不 同 参 数 的 指 
Sap. BPR RAKE, BIKER Sa eA, 尽管 
BEHET, 但 本 章 合 题 2. 1 中 所 用 到 的 分 析 方 法 序 仍然 广泛 天 
FA. | 


J m 二 


1. AN (0 53 —Poisson it d£, aci RR RA eB PING) 
-zEA&INOD =n}, 

2. (N (OD ,t20) 32 — 1€ RX A t Poisson xbdz, H s>0.iK 
HH ELN (+N (its) J, 

3. 电报 依 平 声速 素 为 每 小 时 83 个 的 Poisson it 42 Bik 电报 
A. AR 

CD APLAR SI PP DE ak DES RT 

üD T &—4 BA £A p E) 3 RAE ETT A 

A. (NG) ,UR0). 为 一 和 二 2 的 Poisson 过 程 试 未 

(i) PUNOD <2}, 

CH) PINCO-S1E N(2)-3]), 

D PUNODZ2IN (221). 

5. EAE Pal = PIN = m) 48 38 2.1 REO) 
—(4) F RAED FE . 

PLG) -APAQOTAP.uQ00, m=1s29 


并 证 明 在 初始 条 件 Pn(0) 70, m2 1,2, 下 的 解 为 Ae 


al 


6. —35 600 HSH 31 4 2404 FPE] ab X iS 4] Poisson 
UK oh Bk ON A IR M. 

7. NOD 是 强度 为 4 的 Poisson H4. BENG =n, KK 
for NSH <n) RAH AW, RH n GER RB friwc-n 
(w,|n>, | 

8. 4 (N (Q0, £20) T4 AndpREGHAMABR BRL GY 
Poisson 342, ET hf n MGpDOECPEGXEGART-—FGRM 
a, WRT Oe, 

9. 考虑 参数 为 1 的 Poison 过 程 NG), 4 4E — F PEE E m 
AGE 中 被 观察 到 。 并 将 观察 到 的 过 程 记 为 wii， 试问 Wi 
A ttit? ND -NLG Uk? ND 5 NO) - NLD X EG 
3.1 

10. PLE Mae eh 3h) Oe Là) RLM AG ADH Poissonit 
di N.GOD, 85058] ik 85] LARA BH A34 4 Polssonst 42 Nall). 
Ast iN, SNe Se RAEN GEN +N MATS 
过 程 ? 并 计算 在 总 车 流 数 下 (六 中 卡车 首先 到 达 的 概率 。 

IIT. ^P aed (Shock Modelin NGHA Æ As RH BE SS] 
B)ckdkdE. TAAA A M 85 Poisson ud. 36€ E RPENA 
£k 65 3 E BM Xob Y, BLA A NOS we FED, Yu, Ro 1,218 
LAS, 45 X) ARRAS AG AAS. PHP MSH 
(Ratt, RRR, SPR, THAR, KR X 
系统 的 平均 毒 命 ET, ARR Hie ds A OME Cd a. 对 非 


AR EE ET = [ 2a. 


12. & NO X IR A AUG) 8] 3E OK ok Poisson it E, 
X Xa AES x 8) a TT 

(i) X, X Bike, 

Gi) X, READ, 

GD KA OX. 及 X382. 
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13. SETA t, EE BRAC) 3) X T 085 SE Ek Poisson 
过 程 (NO 20), $ mao = [Aou mao BARRA o. 


ib WiC) = NOD Rie NOD JR if F t Poisson 过程 。 试 求 
Ni) 的 强度 参数 X。 

14. END ARRIE RATETA, 

G TQ x) ye OD), 

GD (NG) «Eye (QV, 

Gi) (N(O E) (Wc), 
RW, 53 kAG HS ANI. 
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第 三 章 “Markov te 


ARPA OR BU EL BS EY NUES Markov 链 模 W, D 
LE 1906 年 就 对 它 进行 研究 的 俄国 数学 家 Markov 而 得 名 。 以 
3o Rolmogorov, Feller 和 Doob 等 数学 守 发 展 了 这 一 理论 .。 Hoc 
PUPA a BST IDET UNA i E AX o DXX, 
> 站 的 值 不 受过 去 的 值 Xa (ect) 的 影响 就 称 为 是 有 Markov 
性 、 当 指标 集 卫 是 非 负 整数 值 时 ， 过程 称 为 是 高 散 时 间 Markov 
£p 是 连续 时 间 时 就 是 连续 时 间 Markov 链 . 进 一 步 若 状态 
空当 也 是 连续 的 就 是 Markov 过 程 。 本 章 主要 讨 论 Markov 链 。 


S4 mmn | 
da^ i 


3.1 Markov 链 的 定义 各 例子 


从 本 节 起 我 们 主要 考虑 随机 过 程 CX.,.n-20,1,-—). TER 
nS RA a). XX. 取 值 的 状态 空间 为 有 了 腿 集 或 可 烈 集 。 AR dE 
厨 中风 元 素 可 以 记 为 韭黄 整数 0,1，2,，…。 它 们 称 作 是 随机 过 程 
所 外 的 状态 。 比 如 Hh X= 42, 就 称 过 程 在 时 间 呈 处 于 状态 名 

TRST OSE EGFR bos he ts teas ts Js 及 对 
{Ej no, PPLE CX., 2-0) Wi Markov 人 性质 

P{X an= j|. X,- Boe ty Mai = $44, X n= 4) 
-PUEX,475 2| X, 4) (3.1) 
HEX, 为 离散 时 间 Markov $, 

定义 3.2 设 子 ,为 一 离散 时 间 Markov ££, 5 E X. ER 
AS 6E) Xan 处 于 状态 7 RESP {ajl Xni) E 
Markov 链 的 一 步 转移 概率 , 记 作 了 P+。 当 这 一 概率 与 无关 时 
称 该 Markov 链 有 平稳 转移 在 率 ;并 记 之 为 Pir。 
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RISER PTEE E Markov 链 ; 它 也 称 作 时 
间 齐 性 Markov 链 或 简称 时 齐 Markov &&. ATIRE A fi» 
而 且 过 程 总 要 转 牧 到 某 一 状态 去 所 以 很 自然 地 有 ,对 任何 和 120, 


| Pas>0 且 如 Pu=1。 (3.2) 
当然 在 此 我 们 记过 程 留 在 原 地 也 看 成 是 一 种 “转移 ” ， BBA A 转移 
Ba, 通常 把 Pu 排 成 一 AES EIOS BR ES P 


Poo Pos Pox ** 

Po Pa Pac . ， 
P=) i 0 f, eD 
| |^ Pa Pa » | 

7 [P1 $523 Markov 链 的 转移 概率 矩阵 。 和 矩阵 的 第 .4+ 1 行 就 
AA =i ifs Xn 的 条 件 摄 率 分 布 。 当 Markov 链 的 状态 总 
数 是 有 限 的 ， 周三 idum. 其 阶 数 正好 是 状态 空间 中 
状态 的 总 数 。 KB 个 简单 的 例子 ， : 

Pi 3.1. ,直线 上 的 随机 游 动 。 ARN A AEN Lue 的 
粒子 。 当 它 处 于 位 置 了 时 ,这 里 放生 假定 就 是 过 程 所 处 的 状态 ， 
wah) j+ 1 的 概率 为 p 而 向 左 游 动 到 j-1 的 概率 为 g 
=1- p, RERA 0 时 粒子 处 在 床 点 ;到 XQ.-0. FRMPENA 
n Sibi EX, 就 是 一 个 Markov 链 。 TUERI 

I" k= j+ls 
Puig, k= j=l, 
| 0, HARE, 


当 m= j= 二 时 ,就 是 简单 对 称 随机 游 动 。 它 可 用 在 公平 路 博 的 入 
AH. ina ES BLE, 反 曾 概率 均 为 的 扔 币 游戏 ， 证 粒子 的 


Cit 和 ,代表 周 徒 甲 在 第 % 次 博 戏 之 后 所 赢 的 钱 数 。( 每 扔 币 一 
次 的 输赢 为 1 FO) BN RIAIR Ay, 乙方 有 财 本 An RISUS: 


FEJ 


感 兴趣 的 问题 基 在 自己 输 光 之 前 乙 先 输 放 的 可 能 性 有 多 大 。 这 就 
是 著名 的 赌 徒 输 光 问题。 可 以 证 明 这 一 概率 为 44/(A1+ AD. HE 
本 越 多 越 容易 赢得 最 后 胜利 。 这 一 模型 在 统计 学 的 序 贯 分 析 中 有 
重要 应 用 。 状 态 4a 及 A 称 为 吸收 态 . 这 样 的 随机 游 动 文 叫 带 
Eu REIS t PLUS p. 

一 个 Markov #7 H 它 的 初始 状态 Xo 或 初始 状态 的 概率 
分 布 以 及 转移 概率 阵 所 完全 确定 。 记 P{ 了 。= 守 =p。s PERH: 

PÜUX,- tos XF ha sAn = int} 
= PIX = fps X= ha Xe a7 taal} 
PLY, =i Xan tor Xi Ets "s Xana = dua) 

=P{X,= dos XF hs" -Xna ia PAn = tq! Xna = baat 

-P(X,-4, A179,» Baa $, 4) P8 La, tas 
ER IH at Ay 

PIX, = hs X= istes Xa in} 
= pe, P «Pe ttt Pina tn oP tne tn (3.4) 

于 是 ,就 可 以 掌握 随机 过 程 {Xr nz0 在 各 不 同时 刻 的 运行 规 
律 。 在 Markov 链 的 分 析 中 ， 大 们 主要 关心 过 程 的 可 能 实现 的 概 
EAEk. EHHE on P HERR PLP = Pika = j| Annt) 
是 一 个 关键 的 量 ， 它 品 示 给 定 当时 刻 m 时 过 程 处 于 状态 i 间隔 
njb2JEIURGEBIAU m+n 时 转移 到 了 状态 了 的 条 从 概 率 。 以 
PO 为 第 i 了 元 的 矩阵 PIP ll ig dfe PO X Markov ££ WI n 27 
HEERE ARKE PCO yE RERE EPR H. 
确切 地 讲 ， RNG Pe=aPxP-.-xP=P", wh P' 可 由 一 
步 转移 概率 矩阵 Wee RAB. RE 

定理 3.1 Markov 链 的 m“ 步 转移 概率 年 阵 满 足 


PP HS PaP”. (3.5) 


ge b3bqRqUMEEP-1,5j66M PO -O. 
证 明 ”思路 是 先 分 析 转 移 一 步 的 所 有 可 能 情形 ， 并 充分 利用 
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WRAY Markov 人 镍 质 。 假 如 过 程 从 状态 4 habs GER AT 

RE ,那么 在 第 一 步 之 后 必然 机 跳 到 某 一 状态 xS ERAS E 

经 过 m- 1 步 转移 到 达 状 态 f. 注意 到 第 一 步 转移 到 不 同 状态 的 

那些 事件 是 互 不 相 容 的 .这 好 上 比 是 一 个 人 不 能 同时 骑 在 两 正 马 上 。 

TRA. | 
Pip-PiYX,2j|X$-24) 


-Š PG =j X= kun d) 
-3 PUR -M Xo S PU jli X 2 2) 
=È PAP, 
著 将 (3 .5) 式 写 成 矩阵 形式 ， 由 移 阵 的 乘法 规则 正好 是 P™ =P 
x POS. 于 是 有 了 =PxP"m = P", 网 一 般 的 ,对 任何 


0, PO = PH PO ,把 矩阵 相 采 形式 写成 其 元 素 的 方 翟 
就 是 著名 的 Chapman-Kolmogorov 方程 ， 


PS =D) PPP. (8.6) 


"FHi4rZg— Markov #4. 

(53.2 Ehrenfest 模型 。 在 描述 薄膜 间 分 子 扩散 时 会 交 到 
Ehrenfest 的 怒 子 模型 。 此 时 ， 设想 薄膜 的 两 身 为 两 个 不 同 TE 
子 , 而 分 子 就 是 装 在 饶 子 中 的 小 球 ， 人 假定 两 个 既 子 总 共 装 有 2a 
PRCT BH). AMPA APR, BERE 2a-k TR. MNS 
部 26 个 球 申 每 次 等 概率 地 任 选 一 球 放 进 另 一 个 经 子 就 形象 地 
描述 了 分 子 在 薄膜 向 的 随机 扩散 。 显 然 妹 要 在 两 负 之 dp 米 回 运 
zb, Wi EL JE E SIT PUB DUET BEI EE DURE-T. DEOS SER RI 
RR Sh BRK. EM Kio ht ARS AYA 3, 
M Bmp A 2a-Y, TR. REOR A RRR ee 
为 X, B =F,- a, M {Xn} A Markov 链 。 它 可 取 有 限 个 
状态 和 = a, atles Olea, 而 转移 概率 为 
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s. M feet, 
Pus E , 3 j-i-1, 
0 , Hie. 

TEXX — MADE MEM ERERTRT FRPP. 
513.3 MEENE EA. Wee ek. Ae 性 
质 的 携带 考 称 为 基因 ， 它 位 于 染色 体 上 。 基 因 控 制 着 生物 的 特 
征 。 苇 因 . 是 成 对 出 现 的 。 控 制 同一 特征 的 不 同 基 因 称 为 荐 等 位 基 
国 。 记 这 对 等 位 基因 为 AM a. FE-PE EBA AM e HE 
Bi: SEDES, EON pHi g. ptg=1), 现 固 定 总 体 中 的 个 体 数 
3 2N. WS fü Busse — 4X Bg 3k BI 38 E i 2N 9X Bernoulli iX 
验 所 确定 的 。 如 第 m 代 母体 中 4 型 基因 上 出现 了 次 ，s 型 基因 


出 现 2 了 -了 次 。 列 下 一 代为 4 型 的 概率 为 p=， 为 4 型 的 


概率 为 9y=1- v. WE RE 4 型 基因 的 个 体 
数 , 则 (Xa, n>} 为 一 Markor 链 , 其 转移 概率 炬 阵 的 第 jski 


Pry 
2N 2N ; ye > 
Pa-(, ia =(, Gr) C- ae) 
BS Ey cise Fisher 曾 对 这 一 模型 作 过 深入 的 讨论 。 若 把 
变异 考虑 进去 网 可 以 建立 更 复 洒 的 遗传 模型 ， 

例 3.4 排队 问题 。 顾 客 到 服务 台 排 队 等 候 服 务 。 在 每 一 服 
务 周期 中 只 受 服 务 台 前 有 顾 容 在 等 待 就 可 对 排 在 队 前 的 一 位 提供 
服务 。 当 然 ， 如 果 服 务 台 前 是 空 的 就 趟 可 能 实施 服务 。 设 在 第 n 
个 服务 周期 中 到 达 的 顾客 数 为 一 随机 变量 了 ,; 其 分 布 不 依 攻 于 nn 
为 








P{P,=k}=p.rk=0, Llp tts 2 Pe ls 
Jt H. Y. SEA 538 36589 sid X, SIRS LEE JE fa SEHE AS 25 T LR 
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Piha?) | Keri) 7 t (heo 


P Ck. =L) 
客 数 ， 则 显然 有 | = R -o 
x [ette ÉD XE = 
nel Vos 车 X.-0. uu JU. 
seat OX,, n2 1) 为 一 Markov 链 。 其 转移 概率 阵 为 。 3) ajay 


i Po Pi Ps Pa Pr 


| Po Pi PD P pe oc 1p? Pt 
0 Po Pi pa mo a IN be hc 

0 0 p, p pa w i, | n] 

0 0 0 p yi 

可 以 想见 当 新 到 顾客 数 的 期 误 D dep, > :时 排队 长 度 将 趋 于 无 穷 

A» EZH D tps< 工 时 就 有 可 能 趋 于 一 个 平衡 状态 。 此 时 的 极 
REK 





limPiX,-25] X = j} 2 m,. k=0, 15 os 


称 为 是 排队 模型 的 平衡 分 布 ，wo 表 示 服务 设施 闲置 的 概率 。 这 是 
管理 科学 中 衡量 服务 系统 效率 的 一 个 重要 指标 。 而 在 另 一 方面 顾 


窜 在 服务 台 前 化 去 的 平均 时 间 3. (1+ Do, 是 衡量 顾客 满意 程度 


和 服务 质量 的 重要 指标 。 有 关 平 衡 分 布 的 问题 我 们 在 后 面 还 会 如 
Ee. 
803.5 考虑 一 个 三 状态 的 Markov # (X,). HERE ge 
矩阵 六 
oll 0 01 
P=ilp ¥ r 
240 0 1! 
EP py g,r>0 ptgtr= 1,3€— Markov 链 从 状态 1 ABE 
进入 状态 0 或 2 MIE GERNE T. FETE H d 4e Jul 
题 ;假如 过 程 从 状态 1 出 发 被 状态 0 (或 2 ) 吸 收 的 概 密 是 多 少 ? 平 
均 要 多 长 时 间 过 程 会 进入 吸收 恋 而 永远 停 在 哪儿 ? 











d* 


E ”让 我 条 先 把 过 程 进 入 吸收 态 的 时 刻 囊 示 出 来 。 令 也 
= {过 程 进入 吸收 坊 的 时 刻 } = minfn>0|X,=0 RY,= 22, 0H 
中 所 求 概 率 及 期 望 可 以 表示 为 &= {从 状态 1 出 发 最 终 选 入 吸收 
AS 0 的 概率 } PX 0X1} 及 w= {从 状态 1 出 发 过 程 进入 
吸收 态 的 平均 时 间 } = BLT) X= 1}。 注意 到 如 了 及 =0, W TSt 
FEX, = 0, DE X,-22408 T-21(8 X22; RAM X1 
时 过 程 才 回 到 X, 所 处 的 状态 工 并 重新 开始 转移 。 因 此 由 全 恬 率 
公式 我 们 有 

u=P{Xr=0|Xo= 1} 


= DP{ Re= 0 Ro= ls Xi- k)PiXi- k|Xy7 1} 

- PLX y= 0 X= REP LX, =k] X= 1} 

= jpt turg t Or=pt+Hgu, 
FERB v= 一 全 -= 一 二。 奖 似 好 可 以 建立 基于， 的 方 程 求 
出 最 终 被 吸收 的 平均 时 间 ， 

v= E(T|Xg7 1} 

=5 RT |Xp2 1s X, = PUR e IX 1) 

=> E{TIX = FP{X =k) X= 1} 


—1*p(1To0)qt1*f 
—1tgo,. 


解 出 0= 一 二 一 。 可 以 从 解 中 看 到 过 程 从 状态 1 转 网 状态 1 E 


Kg 渡 大 就 越 难 进 入 吸收 状态 ， 而且 平 均 时 间 拉 长 。 这 是 符合 名 
RÉI 
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3.2 Markov 链 的 状态 分 类 

$.2.1 互 达 性 和 周期 性 

为 了 更 深入 地 研究 Markov 链 需 要 对 状态 进行 分 类 。 这 将 小 
ROE BHM. 得 要 的 是 要 把 握 它 们 的 概率 合 义 ， 并 通过 实际 
例子 来 加 深 对 这 些 酸 您 前 理解 。 

定义 3.2 WHR, WEHE — 520, A PiP oO 则 称 
状态 i EJA i WGKA (accessible) je 4E $——9 3 "EXER BUR 
4 经 过 有 限 步 的 转移 可 以 到 达 状 态 4。 两 个 于 相 可 达 的 状态 《和 
j Wide YE 3K AY (communicate) PiE i—i. 

MBRATRE ASR BH BRAM RE, PD 
= 0 或 者 对 所 有 220 PY =0, 或 者 两 者 者 成立。 三 种 情 襄 必 居 
其 一 、 互 达 福 是 一 种 数学 上 的 等 价 关系 EEREN EARE, 
对 称 性 、 和 传递 性 。 

SH3.1 互 达 性 是 等 价 关系 

D i«> j. BRE; 

iD Xj ier js W jeri, 对 称 性 ， 

HD zy4e—»j4, H jeck, Dj iek, HIB. 

TA DAW 由 互 达 性 的 定义 马上 即 可 证 明 , 现 仅 证 盟 

. BM iej EB n Hs PUO, RB jek EE 
EX P >o, (3.6) Chapman-Kolmogorov 方程 


(em = PIP PMS PIPPIP 


类 位 地 可 以 证 明 丰 在 s fü PhP > 0. FEREN ik. 

两 个 状态 如 果 是 互 达 的 就 称 他 们 是 处 在 同一 关中 。Markov 链 
的 所 有 状态 就 由 互 达 这 一 等 价 关 系 而 分 荐 成 不 同 的 等 价 奖 。 贝 命 
题 3.1 RNUAAEATREAGHAR, EBB, Wm 


{I 


在 互 达 性 这 一 等 从 关系 下 Markov Sf PR dT A 一 类 
那么 就 称 这 个 Markov 链 蚌 不 可 约 的 Grreducible), 换言之 ， 不 


相约 过程 的 省 个 状态 都 是 互 太 的。 —- 
个 3.5 若 Markov 链 有 转移 概率 矩阵 
. i 3 
4 4 
i1 ? 
| > 2 
Be: 0 1 0 
| 
| TEE E E 
| 0 1 0 


其 uu {1,2} 30 (3, 4,5) 4 是 状态 在 互 达 昔 义 下 的 两 个 等 价 尖 。 
这 个 链 是 可 绝 的 。 我 们 可 灸 把 它 分 成 两 个 授 来 是 究 。 
例 3.1 X 在 随机 游 动 的 例子 3.17 4 Le d— dit 1s 
(0, 15 25 da — 1) (7 4) 是 三 个 不 同 的 类 。 这 时 可 以 从 
毕 间 那 一 类 转移 到 吸收 态 4s AL. [B EORR IR LOK CZ. 
法 返回 。 所 以 过 程 闪 不 是 不 可 约 的 。 
5ESL 3.8 状态 的 周期 .二 为 Markov 链 的 一 个 状态 dis 
(P>0 的 所 有 nn (ne 1 HAAR IER RA e IH Wi ifs 
dia). WEA BD nei, 都 有 Pis =0 ig ARAS ood] 
的 状态 6 MFR AE BOIS, 
FE SCAN n] AQ S n 不 能 被 周期 &( 整除 则 必 有 Pi? = 
例 3.6 Markov 链 有 状态 0; 1,253 ARBRE 


| 0 1 0 0 

lo o 1 0 
| 

(PeQ9 0 0 i] 
JEMEN 
LESE 


试 求 状态 0 的 周期 ， 
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MRAM Hy P= 0, PI = PP = PY = PE =0 Th 
PS =l, Pate 9-3. 而 (4, 6,8, …]} 的 最 大 公约 数 


Ay2, BrEL COD —- 2, 

JA, LPI AGE OUR BUE INT AFAIRE pN 
EAS MAAA RO PEDE Bi LA RRE EE EA TAS R R A 3.6) 则 每 
个 状态 都 有 相同 的 周期 。 这 就 是 

命题 8.2 Rei Md) = ap) | 

TER Hiei FEM, nf P570 PIP>0. T E 

Í PIP OS PP PP o, 

假如 有 8 使 PlO> 0 则 也有 
Pe UPS PL PP 0. . 
NOSE Erden PUES DS MURS 3 HEELER db nts m "m Re 
Tg gms; RE Re PSR A OSE 柏 的 
me, SEP PRM GRA on PES i BW s 58 
[] 6, V. FEM, à PRA mA SIDE 4. 它 的 效果 也 是 转移 nas m 
步 回 到 7, Pd) 的 定义 它 将 同时 整除 n+m 及 n+sim 所 以 
ACP) REBR ss TH ED 是 所 有 使 Pip >o RI s 的 最 大 公约 数 所 以 
ACF) MPR GG). PERNE A) RAC), MAE 30D -aCD. 
FP mit te SARA EE 我 们 有 
.命题 3.3 MR KA å AAR da) WEA N 使 得 对 BR 
有 的 ”> 下 EE Pus. 

ER 命题 的 证 明 主 要 依 训 一 个 数论 上 的 事实 ， 如 有 果 正 整数 
fis Nay ors 1, 的 最 大 公约 数 为 @ 则 存在 正 整 数 困 使 得 对 所 有 的 
n2 N 我 们 能 找到 非 负 整数 e. 使 得 


天 
nd = Lem; , (3.7) 
IG IRB 4,2 fis Nase o, ny 4B PI PP >O; r= 1l, 2» v, k E TE RE 
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数 。 计 周期 欧 定 闵 ,8( 让 基 它 们 的 量 大 公约 数 。 向 由 (3.7) 式 知 对 
n>N 


È k 
Pied = p GE enm) >IT (Pi, 
. r= 


由 命题 3.3 及 事实 PETC PHY) PR A 

推论 3.1 WUR PP >o, MEERA N 使 得 对 nN E 
4 PHOS SO, 讨论 这 些 人 性 质 的 意义 何在 呢 4 它 可 以 帮助 我 们 研 
FH n ERR PLP 的 极限 是 否 存在 ?存在 的 条 性 是 什么 ?如 兴 存 在 
又 如 何 简 便 地 求 出 它们 ? 周期 竹 是 一 种 等 价 类 中 全 体 状 态 共 有 的 
性 质 。 当 再 期 为 1 时 Markov 链 称 为 是 非 周 期 的 。 对 非 周 期 的 不 
WA Markov 链 我 们 有 

命题 3.4 令 忆 为 不 可 约 , 非 局 期 、 有 限 状 态 Markov 链 的 
HRR, MUTE N Eis n>N h nab h eap 
了 PP'" 的 所 有 元 素 都 非 零 。 

证 明 由 于 Markov 链 是 不 可 约 的 。 过 程 的 任 两 个 状态 了 和 

7 都 是 可 达 的 。 于 是 存在 m (与 ,7 了 有关) PPP OO HH 
3.1 RSE A AE N dE d Ep nN Bt A Pate 0 
状态 空间 有 限 ， 对 全 部 的 状态 对 (6, D RHN G, D. PRN 
7 max(mG, DENG, PIM EAS PURA 4, 7 A4 n> NA 
P170. 

这 种 存在 n 使 P" 的 元 素 全 部 非 零 的 天 状态 〈 记 为 0，18 es 
k-1) Markov 链 称 为 是 正则 的 。 而 最 重要 的 事实 是 一 个 正则 的 
”有 限 状态 Markov 链 极限 lim P 纷 .总 是 存在 的 , 记 之 为 wy。 并且 
TB Sy — BESE Z3 BOAT oe = (roy moe» waa) FETE 070,470, 
l's k-11 及 Ds= I. 这 些 基 下 一 节 要 限定 理 和 平稳 分 布 所 要 
讨论 的 内 容 。 

3.2.2 "JR (recurrent) S58 Ut (transient) 


为 了 以 下 讨论 的 方便 ,我 们 引入 一 个 重要 的 概率 IP ERE 
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Hi ue 步 转 欧 时 首次 到 达 3 了 的 栓 素 ， 用 式 子 表达 即 是 
.f= 
fe DEUS jbl e,.n-1lY$24) 
TH SIP 就 代表 从 à DRESS m 次 转移 时 首次 回 到 状态 ? HIC. 
国 不 曾 出 发 就 不 可 能 有 回来 所 以 约定 六 六 = 0。 同样 有 
FiP = P(X, =i, Xith, k1, e. n-71| X474), 


i fao 2f, TOREM. 6 HY RE ARES J RRR., M 673, 


SW ieg SAM foo. 现在 可 以 给 出 

定义 3.4 MR :=1 RNR ERR, — TET 
AR ASABE Aa FE BEL RS. 

内 定义 知道 如 果 à EGR RA, BAM 4 i RB ARS 
转移 后 最 终 又 回 到 RRA I. RAMA T PAESE 
是 常 返 的 呢 ? 我 们 给 出 用 n 步 转移 概率 PI? 表示 的 一 个 Al BE 
WI. i 

定理 3.2 状态 4 常 返 的 充分 必要 条 件 是 


2 PPs oo, | (3.8) 
当然 与 此 等 价 了 地 有 状态 4 是 加 过 的 当 且 仅 当 
x PiP«oo, (3.9) 


证 明 FERIRE t 这 时 过 程 从 多 出 发 至 少 返 4 一 
次 的 概率 为 了 ,; Al. BARR Markov t- ama i 过 程 
书后 的 发 展 只 依 坎 当前 ,因此 从 届时 发 至 少 同 到 两 次 的 概率 为 

Jar。 这 样 不 断 地 重复 ,并 今 随机 变量 CREER E] d Hur 数 。 则 

KAS 了 ,= 下 的 条 忻 概 率 分 布 应 满足 
PÍEZRA|X,-4)—fh,.k21,2,-- 

这 正 是 参数 汶 了 ,的 几何 分 布 。 于 是 下 的 条 性 期 望 为 


E(K|X,-) => PO EX, d) 
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Bef Ka ECK|IXQ—- 4 «o. TETT. T 
4 的 次 数 是 有 限 的 。 另 一 方面 记 


则 有 K-X1. FH, 
S ppm P(X, = il Xoi) 


HE ELDX.- i} = ELST, [xo i) 
-EQK|X-4 «o. 
反之 , MHS PO <oo MMA d BRT. MERA, è E HR 
BON BL à RREA i SO 1, a Markov eel Be AES Er 
地 重复 ,不 断 地 返回 i KAERRA 1 地 有 过 程 返 加 的 次 数 十 
EFK. BLK LY, =4}= co 与 > PSP KSJ E. EIEE, 
推论 3.2 dua LUN, A ij L4 v REGE KP. 
A i<j GE m, ne PP >o AM PÍ?LD0. FG 
Xj CE so 有 l 


(m.-s n) fmt yal) Tom] 
P PS tobi P1 , 


na 


所 以 BPE PIP Pi? PP - 
i= . 


a f u 
= PH? Pip MPPs, 
toi 


Ait SIPS = ce。 册 定理 3.2 知 j WAR. NBERE H 
等 价 类 共有 有 的 性 质 。 在 间 一 个 等 价 类 中 的 状态 要 人 么 都 二 常 返 
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By, BARERITN. 

例 3.7 HATERA PARAS. a E 
Alps 癌 左 挪 一 格 的 概率 为 = 工 一 2p。 从 原点 〈 状 态 0 ) 出 发 只 有 
转移 偶数 步 才能 加 到 原点 。 所 以 PSP = 0,021.2, Wd PY 


= Cre 利用 Stirling Zea AIMS n FAK a nte. Sig 


"n 
van. 


rom 2 (pg)* Upg 1 
^ Yee E = 一 二 -一 一 一 一 
于 是 P Sag + Wi pgs, 等 号 成 立 当 且 仅 


当 p=g= +, TRAM pol M X) PP = co。 因 此 直线 上 的 对 


PSU Sh RA. BRM ptg 过 程 的 状态 是 胜 过 的 。 有 站 
的 是 可 以 证 明 二 维 对 称 请 机 游 动 也 是 常 返 的 而 三 维 以 上 的 对 称 随 
机 游 动 却 是 记过 鹃 。 详 细 证 明 请 参看 习题 3.13。 

HEARS i RME T, 为 首次 返回 状态 的 时 刻 , 称 作 销 
返 时 。 记 4;= ET, 则 有 


w= afr, (3.10) 


回想 FPEM 6 RE n 步 转移 时 首次 回 至 的 概率 。 所 以 
a, 是 首次 返回 è HARPA ORA 的 平均 党 返 时 ,利用 us 
可 以 对 常 返 状 态 作 进一步 的 分 类 ,分 为 零 常 返 和 正常 返 。 

定义 3.5 一 个 常 返 状态 IY Hit w= ony dE SE 
A. Wes HL : 1 

StF ay BR & PRASAD Markov E p 总 是 有 限 的 ,所 以 及 有 在 
有 可 并 无 穷 密 个 状态 时 才 可 能 是 出 现 零 常 返 的 状态 ( 参看 习题 
3.15)。 当 状态 数目 不 大 时 直接 的 计算 分 析 就 可 以 把 状态 分 类 FF 
清 、 但 当 状 态 总 数 很 大 时 就 要 借助 计算 机 、 已 有 学 者 研究 了 利用 
图 论 的 算法 对 Markov 链 进 行 分 类 。 有 兴趣 的 读者 可 参看 有 关 的 
xd. 





rm rri RR E MIB ver arr M M n He Rr AS erret mmn ee CEP TE: 
2 pag palei Pa 


3.3 Markov 链 的 极限 定理 与 于 稳 分 布 


在 上 一 节 有 关 Markov 链 状态 分 类 的 讨论 中 已 经 引进 了 常 返 
状态 AMIR Ta BEREAN 
T,-min(nzl:iX,-i4, 
而 FiP = P(X, = is Xt, R= 1s sy n- I] X= 4} 
l = P(T-n|X;24), n=1 2, y 


ERT T, 的 条 件 概率 分 布 ，j, = x nfi? WAT, RB XA 


ASH. ERG RRA HEA 
例 3.8 考虑 只 有 0,1 两 个 状态 的 Markov X, HERS 
-矩阵 为 


P=| ^, 1.2 ; Oca, B<1 
M x=1- 有 时 三 ,为 独立 同 分 布 的 随机 变量 。 A PDE b, 
PCXY,=1)=0=1-8, Ti 34 a*l- 8 Bp X, 是 通常 意义 下 的 
Markov 链 。 一 方面 不 难 算出 对 状态 0，T。 有 分 布 

AE = u-ao,fi)-a8ü-8)?3,n22,3, 7, 


于 是 po= ET, = 3} nf = 2 。 另 一 方面 ， 记 








arpa tag OR. TARARE AEN 


So 1 JÊ a (1-a- 8)" | ac ~-a | 
-— jJ atA J-A B. 
这 是 因为 
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mp- 





P 





1 
+B P 
-a- ®M"B-P) 





lee 
+B 


= 一 下 are At G-a- DB = = P, 


由 O<ta, «1 立即 推出 当 fco Bl, Il1- 一 应 一 8170. FRA 


8 a. 
lim P* = =s i 2n 二 
«ta ate 


xx SUR EA PR d 84g 个 元 素 序 列 极限 所 组 成 的 矩阵 . 
2 Q= = lim PO Q= (gn) 而 gu lim Pip. 这 就 告诉 我 们 不 


论 过 程 的 初始 状态 是 什么 ， RR RENS 会 以 概率 


B 
"TS ,我 们 把 极限 概率 


(lim PO, lim Pf vU) jy s Ti } 二 如 果 T= imo» m} 存在 且 
为 一 概率 分 布 就 称 为 是 例 3.8 这 一 Markov 链 的 平稳 分布。 现在 


m= — ê 上 组 心 的 读者 会 发 现 wo 与 poo 互 为 倒数 ， 这 并 不 是 偶然 


的 巧 TD 3 讨论 了 其 中 深刻 的 背景 。 从 直观 上 和 圭 
y= lim Pos’ 三 的 意义 是 过 程 返 回 状 态 0 章平 均 常 返 时 * 长 


划 过 程 就 长 期 而 ere ON BB) com AREA, ERAT 
以 反映 在 时 间 长 河中 过 程 处 于 状态 0 FD GPR HLS ARE 
辊 个 过 程 钼 于 平衡 状态 (极限 情 形 下 ?时 过 程 钼 于 状态 0 的 机 会 ， 
定理 3.3 Markov 链 的 基本 极限 定理 
a FRA $$ 是 瞬 过 的 或 者 是 零 浓 返 约 ， 则 
lim PiP = 6, , ! | (3.11) 


db ma 


b) PRG $ EAHA d RSS. R 














lim Pi? = -$.. 2o . (8.12) 


nee ni * 
C) HRE € 3235 J SRE PARAS, R 
lim PIP =, | (3.13) 
和 证明 我 仅 证 明 c) MMEA DIESE a Mb). n PP, 
(n2 


Jd M= 0,15 2, 0° AUF Sh ELE KE RE BR Be oh A Pia FQ E 
El l 


PO - 3 e PW, POD fP, 
由 习题 3.9 X1 


TÆ 
PO = Pi? + X e" pie 1 + Ble" ze pon 
=14 D/P D e" puces 
misie sp eoe ppo 
"I£PADMe"fiP-rePADEQ. 


WB P= iz Te deco DB Tw IE PERRIER T Say 8x rm 
及 和 号 交换 的 合法 。 于 是 有 有 


1— PE 
(1-e DP. D 7 say (3:14) 


分 别 对 (3,142 开 左右 两 端 求 极限 ， | 
! Se^ Pf? 
lim (1-29 Piit) = lim me 

iti- 3 e^ 


a=f 
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> e" Pi? >> Pip 
= im ime = i M FO lim PP, 
i en M e" | OM 


LH lim 的 含义 是 £40 的 左边 趟 于 0。 AM AERAR 了 T a a 


积分 中 的 Stolz 定理 。 它 告诉 我 们 非 负 歇 教 序列 前 极限 和 他 A15 


TOP ERE — EA, 而 在 (3.14) HAV, Bi L'Hopital 法 则 
lim —— S. . -lim ooe LLLA. : 1 
t10- 1— F (i) et or -3 ne^" fi? pas nF Hi. 


定理 得 证 。 | | 
— “STE fg XE P3 的 状态 也 称 作 是 遍历 i (ergodic), E% 


3.3c) 告 诉 我 们 对 遍历 状态 立 有 lim Pi? = "ILES 是 常 返 
时 的 期 望 。 





SRR s Jy feeb eR Py: 

推论 3.2 MERE EARR Bea jot 
有 EM lim P$? = lim Pip = —— 
证 明 留 给 读者 作为 练习 。 


HERP" 的 每 一 元 素 PP 的 极限 并 不 是 一 件 容易 的 事 , 而 
求 条 件 期 望 BD; 也 并 不 方 使 。 它 涉及 求 一 系列 条 件 概 率 FID. A 
丽人 们 用 求 更 简 狠 药方 法 来 处 理 极限 分 布 。 

ZX 8.6 Markov E SESEIBESPEP 5 Pull. 一 个 概率 分 
48 (m ,4250) AN AE gi pP 则 称 作 是 这 一 Markov 链 的 
平稳 分 布 。 

很 容易 看 ;出 如 果 过 程 的 初始 关 ENH gx 4} dx "m 二 {ass 
feo} Ww PLY = shar, A | 

PU --EPUOn-jXs4PU-d-2mPa-c. 
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* 


并 由 妇 纳 法 可 得 
P(X, = j)e E PUX. 7 SEX ac iP Kea = he Yim, Put m 
于 是 对 所 有 ns X, 有 相同 的 分 布 ， 再 加 上 Markov 性 立即 可 知 鸡 
任何 > 0, -下 " “eX ntk 的 联合 分 布 不 依 束 于 mn。 这 就 是 说 ， 
{Xs n270) 作为 随机 过 程 芋 平稳 的 。 平 稳 分 布 亚 由 此 得 名 。 省 
了 这 一 概念 我 们 可 以 讨论 重要 的 
. 定理 3.4 SPARTA Markov 链 中 的 所 有 状态 都 是 沉 历 
BY St Sar i HR IR lim PP =a, 存在 且 w= (x20) F a 
4p. WER . 
Li m= ly wy 0 (3.15) 
之 MiP 4 te (3.16) 


反之 ,车 个 不 可 约 Markov 链 存 在 一 个 平稳 分 布 , 即 满足 (3.15》 
及 (3.16) 式 。 风 这 个 Markov 链 的 所 有 状态 都 是 遍历 的 。 而 且 该 
平稳 分 布 就 是 这 一 Markov 链 的 极限 分 布 。 即 对 任何 有 
lim P(? = a (3.17) 
EW HSER 3.30) 及 推论 3.2 已 知 对 遍历 状态 j 


lim Pi? =—. 


fey . 
H. pu oo. 于 是 一 >0， 记 之 为 Tr. it IP, 1 通过 积 分 
导 取 极限 可 以 证 明 5, z,«1. HAA Chapman-Kolmogrov Jf 


8 - 
PP =P Prj» 
并 令 me co 一 方面 可 推出 对 所 有 M 
;= lim Pips lim » PG? P, lim $ PUB. 


= 3 Wal ape 
k-0 


52 


4t. A >I mPas 另 一 方面 如 车 n; 严格 天 于 En Ra 
25,722 WP. 2A Pay” 2 TT kr. 


MACEN 1, c1 保证 了 交换 求 和 运算 的 合理 性 及 吕 my 的 收 
化 。 于 是 导出 了 水 盾 。 出 反 证 法 知 必 有 (3.16) 式 成 立 。 即 
2,72 Ge Py, 
不 断 地 将 (3.16) 式 代入 上 面 的 <* 即 可 得 到 
m,7 È mP, 
再 令 一 co BB 有 =, = Y) Ty w= ats Sates H x,—0,1 E 


=l, r= {my jze 0} 88 A E 3 3346. 
— EB, Bug URGDAUI Markov 链 存在 一 个 平稳 分 布 
(xj), SUI EL AREE AA Ea A, 


=> weP ils l (3.18) 
由 链 的 不 可 约 性 ， se thas ME x >0 k Zim,- 1 
Sev ER TERE Jo BERE RE AY, KAXI 有 lim PP = 


因而 只 能 有 lim Pip = - 工 -。 在 (3.18) 中 令 noo A 


1 
= Ts 一 一 
=, ar fay 


JUR RESET xk PARES REEFERS. 
PBis.85& 在 例 3.8 中 (3.15) 及 (3.16) 式 化 为 
(Eps 1， 





To Past m Pio= Tos 
PoP or t WP yy = Ky 
RA Py WEA B 
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. Wot m= le | / 
(1—a)m, bs. my 
amet (1— Bia = 1» 
EE: _ ø 、 
FR w= ssa’? ™" Gee’ 这 是 我 们 在 例 3.8 的 计算 中 
ECAJ., mE, 

存 实际 应 用 中 {or} 有 两 种 解释 ， 一 是 作为 P WERE a a 
它 千 诉 我 们 在 过 程 的 长 期 运行 中 不 论 官 娩 状 态 4 JETRA. Si 
段 时 湖 后 发 现 过 程 处 于 状态 了 OE oy. ORE ov, 也 
代表 了 了 束 长 期 而 言 过 程 访 问 了 的 次 数 在 总 时 间 中 的 平 多 份 客 或 比 
fl. TMT AER eh. 3x 

»" l1, HX. 
I "lo; 其 他 ， 
那么 m 步 转移 中 访问 5 的 次 数 所 占 比 例 为 AS I 车 初始 状 
25 XQ,-4. 则 这 一 比例 的 条 忻 期 望 汶 
14 1 _ 
E{* 3 n X =the L3 P ilo a} 


当 moo BT, [518 Stolz 定理 


lim Ł =, Pip = lim Pip = Tys 
moo FF} n 


Pe eS TAS mm. 
有 关 周 期 的 Markov 链 以 及 Markov 643% np £259 DE aE 3e 
Rai Nir ae E UR. PRT ee TERRE EIS. 


3.4 4M x at 7E 
分支 过 程 【EBranchiag process) 的 思想 早 在 1874 iF ub d 
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F. Galton 首先 握 出 。 当 时 他 研究 的 是 家 族 姓 氏 的 消失 问 REL 这 
种 数学 模型 是 一 类 特殊 的 Markov 链 , 它 在 生物 遗传 ,原子核 的 链 
锁 反 应 中 都 有 有 应用。 模型 的 大 意 是 在 第 0 代 ( 常 称 为 祖先 ) 有 一 个 
个 体 ;也 所 得 入 的 第 一 代 子 次 数 为 一 随机 变 噶 ,可 能 是 Qs Ts 27 
前 每 个 第 一 代 个 体 又 再 衍生 子孙 . 整个 群体 可 能 兴 旺 ， 也 可 能 消 

亡 . 比 如 在 原子 连锁 反应 中 原子 由 中 子 的 朗 击 而 分 裂 , 分 裂 出 的 中 
这 又 育 机 会 撞击 区 的 原子 而 发 生 连 镇 反应 。 因 而 上 一 代 注 击 所 产 
生 中 学 的 多 少 会 直接 影响 下 一 代 质 能 产 朱 中 子 的 数量 , 记 子 。 为 第 

0 代 祖 先 的 数目 .一般 假定 为 1; FFI Xa 288 n ERRA 
Markov # {Xas n220) 就 称 作 分 支 过 程 。 记 ZB n RPR 


MARR RRs WA To Mz. 也 就 是 说 Xna 为 X. 


个 随机 变量 Z, 的 随机 和 。 我 们 可 以 简化 地 假定 各 代 个 你 的 党 it 
能 力 是 相同 的 ,而且 问 一 居 个 体 的 繁衍 是 相互 独立 的 。 这 时 Z, 独 
LAH, P = k) = =o, Hid EZ,= His VarZ,- d”, 这 时 就 可 
vsum Markov 链 Ure n>0} 的 转移 概率 为 


a= PULS fx. ee PLS zin i]. 


34 ETE — SE BS (1.200 RT AR X «s 的 均值 与 方差 满足 ， 
| EX.17 EX, EZ. ^— (8.19 . 
‘Var X,,7 EX, Var Z, + Var X,CEZ,)?, (3.20) 
由 (3.I9) 式 不 断 地 选 代 即 有 : 
- EX sn TEX, b= EX gat = ERI = pe 
这 里 要 注意 到 第 0 代 只 有 一 个 个 体 记 以 让 与 五 同 分 布 . 3&4 
3838 33 (3.20) 3X FT A 
Vat Xan uso? + Var Xen 
= eg? + Lp o? + Var(X, Qu] 
x eg 4 u o? uw Di" o? Var X, a *ut] 
=.. = elu"L1 Tue wl 
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[M wl, 

(n Da?, B1. 

80.19, (G.20) 8| EU LB. i6 BEICTOSEUT ETHEEBEOBL ORE EI f 
存亡 至 关 重 要 , 当 pel, BoA HX, Var X, Mies 0. 
出 著名 的 Chebyshev 不 等 式 马上 可 以 推出 对 任意 给 的 s>0 有 


P(X,- EX. e)« e, 


也 即 当 noo 时 可 以 证 明 PL Xn- 0|2»21—0 或 者 说 X, 会 以 概 
IAT 0。 群 体 终 将 消亡 。 而 当 eel RRA CM RARE — 个 
较为 复 桨 的 问题 。 但 这 是 分 支 过 程 中 的 令 人 感 兴趣 的 量 . 从 
. Markov 链 状态 分 类 的 观点 看 群体 消亡 就 是 在 茶 个 时 刻 n 过 程 
X, 进入 吸收 状态 ; 而 群体 消亡 的 概率 就 是 过 程 最 终 进 入 当 收 状态 
的 概 罕 。 至 于 在 申 子 变 击 原子 裂变 的 物理 问题 中 = P= 人 0) 
= PETT TRR. po. 则 为 原子 没 被 测 中 或 不 当 裂 的 概率 。 
这 时 人 们 最 感 兴 趣 的 就 不 是 消亡 概率 而 是 粒子 数 增 加 约 速 率 本 。 
我 们 用 生成 隔 数 来 研究 消亡 概率 。 记 过 程 X. ERA RA 


5.) , X, 的 生成 画 数 则 直接 记 为 (5)。 即 GO S pat dn: 


p,- PCR 13), k50,1,2,*-, ESSE CIL 20K Lan 
的 上 生成 函数 可 以下 为 Paas) = dal PCs) X darts) = GG), 
id m. 为 由 单个 祖先 开始 家 族 将 在 第 点 代 之 前 消亡 的 概率 。 则 
w,= P{ = 0} = 44,00. RARE RE TEEPRECHREIB TE RC 
NONI 1% 一 00 Bor. 的 极限 。 当 poc 1， 家 族 不 能 发 端 。 而 当 po 0 
它 将 永 丰 会 消亡 。 押 以 一 般 假 定 021. RAT SEO, De 
fai 





df ee 
po = ps )' E» Fes 270, 


$G)JE C0. 12 DC [B] EE B5 HR VB MA, WF 9000 = 47-0, PE 
Ern = jen (O = Pal (VIP 9.0) = wae 
^ se 


T5 I or. 随 n 的 单调 上 jt ,极限 lim =。 存在 。 记 之 为 = 就 是 群 体 


消亡 的 概率 。 H Pauls) = $G, GG) 5 maio .H 4 no 
即 有 = = %(r)。 于 是 通过 求解 函数 方程 $) = AOR a. 
密实 上 还 可 以 严 衬 证 明 下 面 的 | 
定理 3.5 对 分 支 过 程 X... 车 po, po pil 则 (有 
a) 群体 消亡 概率 «是 方程 %(s) =s 的 最 小 正解 。 其 中 9G 


= 3 ps’, (p,) 是 X, 与 7, 的 概率 分 布 。- 


b sg=1; HA wl, 其中 p= EZ, 

WEBB 我们 仅 证 明 a, DHEA P E ADEA, 
有 兴趣 的 读者 不 妨 作 为 一 道 数学 分 析 的 证 明 题 来 练习 。 问题 是 若 
OA, D FRA LAM Howe, HU 1 是 函数 方程 SG» = 
的 最 小 正解 当 且 仅 当 办 (1) «1. Wik a), HE o WH PO =s 的 
性 一 正 根 , 则 有 0.7 $00) <b (2) = 2 H Say (8) 9 $(5, G0) 及 归 
WEI na plr pacha =a BIB m- lim mg. 
-定理 的 b) 告诉 我 们 当 uoi 时 群体 必 Adi. Hx o> 时 群体 
FERF -r 生长 到 无 穷 。 | 

fA 3.9 假定 某 生 物 群 体 中 每 个 个 体 所 衍生 的 下 一 代 的 个 数 
服从 参数 为 : 的 Poisson 分 布 。 于 是 有 

-POZ- bya ken, k= 0, l; 25°, 

机 为 二 个 独立 的 参数 为 1 的 Poisson Bl LS TE BE 3745 X Poisson 
随机 变量 ， 而 参数 为 万 。 所 以 分 支 过 程 工 。 的 转移 概率 | 
Big = P{Xan= jl Xas $} = LDL e^*., 

Ti Poisson 变量 I 2 Rit ER ICON Cs) expl s —1)} Retry 
TAE (0, 0 区间 仅 有 一 个 交点 。 这 个 交点 wm 就 是 群体 消亡 的 只 
率 ,而 当 X>1 时 群体 有 正 概率 1~ 增长 到 无 穷 大 。 而 当 和 <1 时 

vy] 群体 必然 消亡 。 比如 了 到 A= ae w=0.2, 
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分 支 过 程 还 可 以 有 各 种 推广 。 比如 一 个 已 成 年 的 个 体 产 生 了 
个 下 一 代 ， 2 有 生成 函数 四 (s)， 而 未 成 年 的 个 体 则 以 楼 宰 p ie xx 
4E ,ELBUR gag 7 1 一 P; 仍 俘 留 在 未 成 年 状态 ,所以 无 法 得 入 后代， 
于 是 产生 后 代 的 数目 这 一 随机 变量 的 生成 画 数 为 (1 一 p) + pha. 
这 党 每 一 个 体 繁衍 后 代 的 期 望 数 为 pA C12, 77 28 J pL" C12 
+0 -COOD?3.. 如 困 群 体 中 有 个 个 体 而 具 相 互 独 立地 繁 
$3 c fU P 8 D RRS GEREN Cg + p (G00* , KER E 
JE ZPSGCXDERERHBRITS. AMMA UA REAR R, Bn 
RENEE ERRE, TID Ree, ADRS PRT 
泛 的 应 用 。 限 于 篇 辐 不 能 一 一 加 以 介绍 。 


3.5 连续 时 间 Markov $. 


8.5.1 EAH Markov ft | 

顾名思义 ,连续 时 间 Markov ARE Aaa Markov f£, Br 
谓 Markov 性 就 是 给 定 了 过 程 在 且 前 的 状态 其 未 来 的 发 展 与 过 去 
的 状况 是 独立 的 。 它 与 离散 时 间 Markov BER AH dE aH 
标 参 数 从 离散 的 0，1，2，… KARR. EA 10. 而 
ARR AMORA DEREK. HERES 
比如 Poison 过 程 ， 生 灭 过 程 等 都 是 连续 时 间 Markov 链 ， 

定义 3.§ 若 对 所 有 s, t0 AULAE HEER i, fs olu), 
O<u<s, REPLI XD), 30 满足 


P(X G+ 8)= 4|X (2 =4, X(u) =alu), Osea) 
= P{XG+3)=5/X(s) =4}, (3.21) 


RUE EE EET Markov $Ë. 


XP (3.21) 所 表示 的 就 是 Markov f£. Wm E BÉ ub — 5 


PIXG+9D59/X(O = BS s 203 BUB SX — VG) 又 称 为 是 有 


$8 


* 
wor 


a um, a 


THAE H Ett fal Markov St. 它 将 是 我 他 的 主要 研究 对 
RUN RR BRS Ma Bhi P.O) Rie ^3 3 
id p= Pi x(O=4}, TERNGRA 
命题 3.5 连续 时 间 Markov RE BRP.) Rl p 
全 确定 了 过 种 的 所 有 联合 分 布 。 
证 明 由 Markov 性 对 任何 Octa eS MRE 4S, n 
20,1,2,', 
P(X()—4,XG 424,4, 7, ROO) = iay 
= PL XC) = 4,| X lina) = inast XO) =H}, 
PiX Cnr) inal XG, 224, 5, 7, RCO) = by PUXS tg} 
= Peay. tnla a baad Pos Ch Dee l 
EHS [o EE — £8 9E BE te 0 AE MA PL) 应 满足 什么 
条 人 性 才能 充当 一 个 Markov 链 的 转移 概率 ? 有 点 条 人 忻 是 显而易见 . 
BJ, Hoa, 
POS D P0) 7 1, (3.22) 


此 让 ,车 当 过 程 从 状态 i HEIRS j METE ttr HEN 刻 
c 过 程 必 然 会 处 于 基 个 状态 4。 于 是 
P(XG+= 9, X (ev) = kl XO) = 4} 
=P{XG+r)= jl Xe) =k, X(0) =4} 
PIX =k] X(0) =4} 
= PQGHPQG. 
所 以 了 应 满足 连续 形式 的 Chapman-Kolmozrov 27 f£ 
PG +4) = DPLX GA) =f, XC) =k) X(0) #4} 
| =E PGG)P,Q, (3.23) 
另外 再 添加 一 个 使 过 程 在 有 限 的 时 间 内 不 至 于 转移 无 穷 多 次 的 条 
村 ,就 是 说 过 程 不 能 刚 到 基 状 态 就 避 即 离 去 。 这 要 求 对 任何 状态 多 
lim PX C x) =| XH =ils lim Pi (r) =, (3.245 
事实 上 ， 可 以 证 明 
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PAHA maw cuam. da irn to 1 


定理 3.5 BRP.) Fee EA ICRA BA) Markov WE 
TOLPEE LR Be FE a SE ELA RAF (31220 , (3.23) 4 
(3.24), 

连续 时 间 Markov 链 与 离散 时 间 Markov fer [Bg die c gx 
人 次 虑 过 程 时 不 公关 心 它 会 转移 到 什么 状态 去 。 转 移 的 机 会 有 客 
IX. AMA Xil BEL PASH BARRA SR. RR RATE 
证 在 时 到 0 过程 处 于 状态 和 并 在 个 单位 时 间 内 帮 留 在 4 没有 离 
E, PAELLA t 单位 时 间 肉 过程 仍 不 离开 的 概率 有 多 大 ? 由 
Markov EA fe: (s,s +41 BSR Ex RAE 9 RC LER 
TRTO 是 与 过 程 芋 少 在 状态 芋 逼 和 留 二 个 单位 时 间 是 一 样 的 。 过 
feet Seid TINA) s 之 前 的 过 去 。 于 是 若 记 r AOE E c 
Be PRA e BJEIRBI. UA Pir stele, sp} = Pit, >t}, 
ay WERT BUR 5,1220 RAL BHELTEE r 有 天 记忆 人 性。 出 概率 
论 的 知识 不 难 推出 r, 服从 指数 分 布 。 记 它 的 参数 Ae. 这 样 一 
分 棉 我 们 对 和 连续 时 间 Markov 链 的 了 解 就 清 想 了 。 Ee BE AY MI 
Markov 链 是 有 以 下 两 条 性 质 的 随机 过 程 ，a) 过 程 从 某 一 状态 二 
转移 到 其 他 状态 之 前 在 5 逗留 移 时 间 服 从 以 v; 为 参数 的 指数 分 
Wb 过 程 离开 状态 4 在 下 一 次 转移 时 转 入 状态 了 的 概率 为 卫 ，， 
这 里 zi Pal. WER ad PR v KB 6 XX YQ Hg oui nig 
闻 分 布 在 不 同 状 态 可 能 不 一 样 ， AAEH TR 48625303. AT 
这 两 条 性 质 就 能 比较 容易 地 了 解 连续 时 间 Markov 链 。 一 般 ,. 不 
AREE = ce WHE. Me = 0 RRA CERT RA, 一 旦 进入 
便 永 远 无 法 转移 。 因 为 ve RRTRERA RS! 6 HERG P. 
过 程 发 生 转 移 了 时 从 4 转 入 + 的 概率 。 所 忆 ， 若 Iii gw tba 

fi 3.10 考虑 Poisson wh (OX G2 22607. ERM Ci, 
4+ 了 上 到 达 的 粒子 数 服从 以 Xv 为 参数 的 Poisson 分布 。 由 独立 
GJ TEX] Ost 
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PIXO +e 一 下 十 下定 (的 二 站 Kg) = dawg XCD 7 AY 
An 
T 
-PiXQG--k-j XO) = 2). 
Bi UN X CO 为 有 平稳 转移 概率 的 连续 时 间 Markov ke. HREM. 





e= PXGT)-XQO-7KkK] 


| 0s Ici, 
P =g Cre oae i55 


Xi Poisson 过 程 当 j-?F1B gunt mH J-6RIBPPoau-l, 
v= APT RRE Eg ,ra=》%。 两 次 转移 之 间 的 间隔 时 间 服 从 人 参数 
A ARTA. RES PREAH, Poisson 过 fà 基 
£8 PRESEN fa] Markov 链 的 基本 范 鲜 ， 

在 分 析 研 究 连 续 时 间 Markov 链 时 常用 的 办 法 是 无 穿 小 分 
析 。 利 用 Markov 性 对 很 小 的 a REHE Poo GARA, RE 
移 概 率 应 当 潢 足 的 微分 方程 组 。 然 司令 据 边 蜡 条 件 对 它 求 解 。 在 
第 二 章 分 析 Poisson 过 程 时 我 们 已 用 过 类似 多方 法， 


8.5.2 Shee rie 


纯 生 过 程 是 Poison RM AS. SESE TERK 
时 在 保证 良好 环境 、 充 足 食 物 .无 死亡 .无 外 迁 的 理想 条 件 于 的 生 
长 模型 。 而 新 生 - -个 个 体 的 梳 率 是 和 群 体 当前 的 天 小 〈 刀 过程 所 
处 状态 ) 有 有 关 的 并 与 时 间 长 得 成 比例 ,在 流行 病 学 的 研究 中 纯 生 过 
程 可 以 用 来 建站 新 病例 增 获 的 神 型 。 老 虑 一 串 正 数 (41) =0， 
1,2, c, X OD Z4 (0, 0] R f] EEFPBEAERI IPSA. 00 X CO LU. 
以 下 四 条 俱 定 时 就 称 作 是 一 个 纯 生 过 程 。 

G) X(0-20, 

Gi P{XG +A)- X(0-2 1l X=] Ash + ofA), | 

GD POXG+A)-— X()=0| XH =k} L- Ah 4 off), | 

Qv) Pix +h) - XO «0| XW) 2517 0. 
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(8.25095 rh (GD, GHAR RARER SMS 
Prah =a, teh), Py 7 1— Ahto), 
Mic PaO PIXO Sal XC020) PO), 和 于 是 出 全 概率 公 
A AB RE Civ) at Pt) 应 满足 关系 式 
Poath) = DPOPX A+A) =n| X) =k) 


-^ 


OQ PQUOPUXQc- 81) - XD sn k| XG»- &). 


C 
TERI uA CD 
PiUGth)=P,G@)(1-a,a+0(h)] 
| +P, (O02, + 000] oth) 
FS BS Th BE BUE DER 
Pop = — Ap ob \ 
PED = — A PD) H Anafaa li nl 
其 中 第 一 个 方程 的 解 是 一 眼 就 可 以 着 出 的 芭 Py =e £0, 
ROT 9 uae ue ALA GG) = e P,ODO 3 利用 (3.26) 可 若 
QEM 7 6e A..F. i QOO 9 了,(0)= 0。 对 等 式 两 边 从 0 到 
t 积分 即 有 


r'e 


(3.26) 


Q.D = fer hna Paa (08) ar y 
+h, Bl 
Pi = Anse wp e" p. iG0do, n71,2,**. 
如 果 A= Ao 则 有 
PO mA ets 
WH 24 A= Ao A 





1 M) 
& 
Ao” Ay , 


PG) Aden, 
逐次 选 代 对 一 般 的 上 可 得 到 已 (ti 的 表述 形式 。 TEX PP VS S E 
时 为 n-1 n 
PC = IT A13 £,.€0 °° | ' 
$=0 (70 
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HOS en= Tk 底 该 说 方程 组 (3.267 的 求解 已 不 是 本 aR 


程 的 任务 了 .不 熟悉 的 读者 可 参看 微分 方程 的 书籍 。 
记 纯 生 过 程 在 某 一 状态 à HIDE RIBERDS T. AWE T 
表示 第 个 新 生命 诞生 的 时 刻 ， 则 有 


PD= PW, <t<Wn}, 
可 以 证 了 明 Tt 0,1, … 是 相互 独立 的 参数 为 Ag 的 指数 分 布 。 f 
如 首次 新 生 的 等 待 时 间 T, HARPEN T 1- P= 1-e 
HELAS xo 的 指数 分 布 。 这 些 参数 A, 表 阴 过 程 在 状态 4 逗留 


时 间 前 长 短 。 而 -一 表示 在 状态 6 的 平 光 逗留 时 间 。 可 以 证 明 为 
TRE 2) P.G) = T, 这 时 X(t) = oo 的 概率 为 1~ 2) P 等 于 


0， 有 一 个 充分 条 件 是 D = co。 也 即 当 群体 增长 到 无 穷 大 


的 平均 时 间 (È -十 - ) 为 无 分 大 时 ,过 程 在 有 限时 刀 # 为 co 的 要 
率 为 0。 因而 过 程 必然 在 时 刻 t 时 有 个 体 数 为 某 个 n, 这 又 是 


DP) = 1 的 概 宁 含义 。 因 而 条 件 D- = co 也 是 必要 的 ， 


. WEH Yule 过 程 。 这 是 一 类 特殊 的 纯 生 这 程 ,在 物理 和 生 
物 学 中 有 广泛 的 应 用 。 假 定 在 长 度 为 为 的 小 时 间 区 上 段 中 群体 的 每 
一 个 成 负 都 有 概率 B+oth) 产生 一 个 新 的 个 体 并 假定 成 员 的 行 
为 是 相互 独立 的 。 于 是 有 

PIXGU+th-XQ)= UX = n) 





- (ten omoi - Bh - o0) 37 

=n Gitoath, 
HEP Pian 00 2 n Bh oh) MA, 7 OB NAH. 26 2E X COD 
=1 r4 284 8] 
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Pid) -B[nP,QOuD-n- 10P,.00),9=1)2-°". 
其 中 P(t) = P{ 证 (2) =n| 玉 (9) = 1). WAA P1000 1, 
P00)= 0, n= 2,3, = 方程 的 解 为 
PDs Ee -ei nl (3.27) 
这 是 一 个 以 p= e ^ 为 参数 的 几何 分 布 。 在 关于 一 般 纯 生 过 程 解 
的 表达 式 中 将 和 = AB 代入 即 有 
Crue C- 1) 1/8" (E - 101 Ov- 1, 


所 以 P= Bin DEDA 


= 2 | (n- 121 E i-t ,-tat 
HG- Diaa D €? 


RUM TN 
=e Y( yc ef)! 
ceU(1—ea 5r 
TER 403.27), 
BREE ESS. APR A UE RRR, AE Pe aR 
亡 率 或 设备 元 件 的 损坏 率 可 以 用 pi 表示。 在 与 (3.25) BUH 
定 下 建立 有 鞠 的 微分 方程 。 并 求 出 相应 的 解 。 与 将 齐 次 的 Poisson 
it HE BU SESE KS Poisson 过 程 相关 和 似 人 们 还 可 以 考 瑟 “是 时 
(AS ER Be ET AE Yule 过 程 。 在 纯 生 过 程 中 还 可 进一步 假定 出 现 


一 个 新 生 个 体 的 概率 为 ME, DA +OCA). GRAC, 0) 5 AO 


Ih BLE SY Polya HR. ACh, O Æ t BATERAI H A. 
些 者 无 法 一 一 详细 讨论 了 。 | 





3.6 A X x 7 


3.6.1 #iGt# birth and death process) 
a A: Ae A a OT BARE AE BEBE IBAOO meu 


Gd 


减少 的 生 灭 过 程 。 烧 型 的 假定 是 这 样 的 ， 了 (it 是 状态 0，1，2， 
-— Ef Markov 链 其 转移 概率 PC.) 是 平稳 的 ， 即 对 所 E u> 
Xi PÜUXG-u)-j3| X(ur- i) 2P, O0. WIHERE 

(1) P. saith) 二 和 + OCA), ae 

(ii) P, il) =t talh), $271, 

ciii Pub) m 1- CA, t uh t oh), (3.23 

civ) P,C0) 2 1, P,00) 0, 

(v) py 7 0, Ha 0 i=l; A9 ézzU0, 
其 中 AS p. 分 别称 作 新 生 率 和 死亡 率 。 过 程 的 机 制 是 当 它 处 于 
状态 6 时 只 能 转 到 6+ 1 或 -1 这 两 个 状态 ,前 者 称 为 新 生 . 后 孝 
代表 死亡 .而 过 程 在 状态 i 的 逗留 时 间 服 人 内， =A, +e, 的 指数 分 
A e PERR guai = Ais Qi = Ha 其 他 询 为 0， 于 是 从 关系 式 qi 
e»Py 评 了 立即 可 知 Pe uoc LÀ = IP, 14。 这 说 明 当 
给 定时 刻 过程 发 生 一 次 转移 时 转移 是 新 生 的 概率 为 下- 
= -从 是 新 生 率 与 总 转 彩 率 vL 的 比值 。 

在 建立 随机 模型 时 还 要 注 意 的 一 点 是 并 非 任 一 组 Cd, Cad 
都 可 以 充当 生 灭 过 程 的 新 生 率 与 死亡 率 。 为 使 有 唯一 的 Markov 
过程 其 转移 概率 满足 Px) 守 0， È Ps C4) <1 及 Chapman- 
Kolmogorov 方程 ， 这 些 和 参数 应 当 满 足 条 件 





È 259 (3.29) 


其 中 6,71, 6,7 fp H yn=1，2，…。 好 在 对 通常 的 实际 问题 
这 一 条 件 不 难 满足 。 


3.6.2 Kolmogorov 向 后 向 前 微分 方程 
从 Chapman-Kolmogorov 方程 出 发 我 们 可 以 得 到 两 个 行 泡 


£2 


转移 效率 的 微分 方程 组 分 别称 为 Kolmogorov 向 后 或 癌 前 微分 
方程 。 
定理 3.6 WE KS XK OME BMR P 0): Kolmogorov 
回 后 微分 方程 
DD = au Pu, ft) T Ap te IPO) 
3 HAPen, OD, 4280 | 13.30) 
{PL CE) = -AVPSCO  AQPLQD. 
f] Kolmogrov 向 前 微分 方程 
Mo O7 ps uu 7 A + PG) + AP, 4G) 
PUCE) = APO mPa). 
证 明 iH Chapman-Kolmogorov FHA 


P(t+h)= 5 Pah) Psst) 
=P,, RP ,At + PaP + Pn RIPin,st) 
二 之” PQCOP LOO. 
和 和 式 € EWS Ai- l, ditl RAL, ARSED. GI Gl 
& 
可 以 生计 出 
之 Pia hPa DS = PCR) 
= 1 m LP, ath) +P) +P eal 
=1-—[uAto(h) +1-(A:+ ph Fr oC Aj o2] 
—o(h). 


(3.31) 


BE, 
Pith) = wah Pos) HLL- Gat Boh 1P.,Q) 
+ AAP oC) + o0) 
将 P.00 BOER ASSO A LO BA 
PLO = i, Po (O0 — Olt po Py +A Ping, 
{3.30) 式 得 证 。 可 果 在 Chapman~Kolmogorov FE PR A $8 z 
BY E T PR 
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i 


P, (f+h)= DY POPAN 
TR 


-py co( 12 E20, 


TERR Boe BA RAAT DLE SR EE AC PEDIS JE ME A aE). QD. 
Gi) fiu 


Pit) = DP) shim Euh) - Pulim 1 Py 


= Aga Peat) CA F Pi) + peal alt), 

a S27 8 Re pU] EKE, £9 AD 3324800, A) ALLA, Eth) 来 
SERANRE. Pul 是 给 定 Xk WKH = 的 条 
PRESS, AUD BUTE CO, AO 中 远 在 过 去 .而 向 前 方程 则 把 
时 间 区 疗 CO, t6 70 分 为 (0, OM +h). BEWARE XO) 
二 ;所 考察 的 是 未 来 长 度 汶 让 的 小 区 间 。 向 后 向 前 由 此 得 省 。 

例 3.12 PER a 的 线性 增长 和 线性 死 T H R. W= An 
Eas pu. un, HHA, ts a>0 这 在 人 口 问 题 中 是 常见 的 。 et] te 
感 兴趣 的 是 在 时 刻 t ORAM EX G0. RIF ey 98. a JT 
TENE A» oe, 代入 出 有 

Pili = -aP (4) + uPAG) 

PODS EAC = D @1P 21) -LAt 03 a)P,4Q) 

*tuCOLPE)PQ,aQ), j21 


记 ELX G2) m) = DIPO, TE mO 应 洲 中 方程 


m (=at A- md. 
PUE RAP A XO0 =i, M mOD =i 当 交 = 有 时 容易 求 H mA 
= gi d, "4 A). A - 


m) m. S {erm} ide, 
A pe 
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2H in E>, E feco, mo mj i Yu pnt m) B XE ER A 
。 经 过 长 时 期 后 人 已 的 平均 数 将 趋 于 统计 平衡 ， 


一 


至 于 连续 时 间 Markov 链 的 极限 分 布 也 可 以 有 与 离散 情形 机 
3S DA DG .并 可 以 求 当 平衡 和 分布. 有 兴趣 的 读者 参看 文献 。 拉 
当 后 衡 颁 布 存 在 时 其 记 对 应 随机 变量 的 期 望 就 是 上 例 中 的 慑 限 ， 

到 日 前 为 至 记 讨 论 的 还 仅 限 于 正 ( 好 只 能 取 有 限 个 或 魏 列 无 
窃 多 个 外 态 的 情形 。 再 推 而 广 之 就 可 以 讨论 连续 时 间 的 Markov 
过 程 。 其 中 最 著名 的 合子 是 本 书 第 五 章 要 讨论 的 Brown 4 3h. 
在 结束 本 章 之 前 ， 我 们 给 出 

定 3.7 随机 和 过程 XO, t>0, EHEM ted, O<u 


«x, 其 条 件 报 率 分 布 函数 满足 
PiXG+s)<al X(s) =a, X(u) =pl), Üxe«s) 
=P{X(i+s)<al X(s) =a}, (3.32) 
WEA Markov iif. 


C3.32) 所 代表 的 仍然 是 Markov 性 质 。 


对 题 三 
1， 对 Markov && X,, n0, iz Rt 


Pi Xaa= IXan tasts Xam $53» Xn= th 
=P{X aa = j] Xn t} 


& Up E A H Alen, m A Eg TK AS tos "tg NP fis "tg Ím 


有 P{X a= iy Aata” dal X574)», X4 9] 
-PX.i1— Fist > nim 7 Im) X47 8,3. 


2. RRA 0,1, 2 上 的 一 个 Markov # X,, nze0 它 有 转 
45 doc E E PR 


£8 


0 1 2 
010.1 0.2 0.7 
. 0.9 0.1 Ü , 
2 | 0 0.8 0.1 
WIE DAH po 二 0.35 p= 0.4, py = 9-8, RRR 
P{X,=0,X,=1,X2= 2}, 
3. 信号 传送 问题 。 信 号 及 有 OLR, ORE PRE 
.o ARE Lak df eX x a. X420 是 送出 的 信和 总 41 而 下。 是 
E Fn FRIES, REX, 为 一 Markov REAR HME 
46 È Pog= Pu =1~a, Po =P =a, cadil, HE 
(a) FA 359. dh eb) ee 
P{X,=0, X:= 0, X2=0}, 
(DO AERD dE EORR CE] E98 dE A deed, 
(c) REEF DREHER, 
PUX,- 0Lx,- O}. 

4. AsBRMAARA NAR. eTA.: 在 时 Aink 
A NARFE., REA A, BRMRPIER—A, 
(hob A A A p.34 DOE HG. ZAHA RRA 
XP) ACT. XY, 为 每 次 试验 时 ARP ORR. KE Markov 
LAE OY AG AS oe BUE, 

5. x X P9 — à r£ EAE WEISE TG 
为 止 , 候 定 钱 币 是 均 习 的 ， 试 让 入 以 连续 出 现 | 
次 数 为 状态 空间 的 Markov 链 。 并 求 出 平 
均 需 要 神 多 少 次 试验 才 可 以 结束 。 

6. 这 宫 问 题 。 将 小 案 馈 旗 入 达 宫 中 作 - 
AHF 7A, 4e 3.1 HR, AREY 图 3.1 
第 了 了 号 小 烙 内 效 有 美味 食品 而 第 各 号 小 持 内 则 是 电 十 捕 筷 装置 
WREEREFRRAA RAB OTB, MELE 
i WEA 1k, JOE E GORGE RUIN ES da OD ds 
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P- 





Sal a Rer ERR os I ERRARE A rh 
rari mien pr de ERU H ya 


Hk, 4GDE OX, HERA A n HETE PRS BL A big 
Markov it4£4$535 4b RTE HERRERA BEA KLE 
Ap 55 eB, 

7. Zsil, 2, 为 一 事 独 主 同 分 布 的 离散 随机 变 YT. 
P(Z,= k= p>0, B= 0515 25 +5 M pe= d. ii X,-Z7,., n 
—-0,1,.2,-c. AEII X, 6948 o e RH, 

8. 2: 3) 38 7 p 865 Z,. 4 X, max(Zi, v» Za mm 152,57 
EHE XQ— 0. X, EH Markov th? de EX 25 de 42 o x 
42? 

9. fip RAK HRA DPR BH BSA ) AEP, TALE 
明 


Pipe XP n— n 


10. Rt 3 2a 7 中 的 Zi. BRA Ke DZ * n-—i, 25 N gy 


=0, REX, Markov *, FERH Ie EE. 
li. — Markov 链 有 状态 0,1525 3 4e £k 42 sc SE dE H- 





i, d 3o 
| ° 2 ° 2 | 
$ 0 1 0 
| 9 0 0 1; 
1 td, 
MH 


BK fobs H= 15 2s By 455g yp Ko fit, 
PiX iX Æ klene l| X476) € X. 
12. 在 上 成败 型 前 童 复试 验 中 。 和 看 次 试 验 结果 为 成 功 (9) 或 失 
内 (FY)。 同 一 结 采 相继 出 现 称 为 一 个 游程 (run), Foto B 
FSSFFFSF 中 共有 两 个 成 功 游 程 , 三 个 关 败 游程 。 RDE 
p, RRMA gol-p 050,27) nik GERA RAB RA, 
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(EEn ARAA YHOO, Wit (Xap n=1, 2, 05) 为 一 
Markov #, # MATAR OMAR, qt T X uk pe OHA, 
RAT De RI pu a i Markov sia kT SR, 

13. KILE SA ae oH OS deo a FOO pé LE 85 A EY 
x Pik, MA SHH Ape Beta, 

14. 某 厂 商 对 该 厂 生 产 的 间 类 产品 的 三 种 型 书 调 查 碳 和 客 的 消 
费 习 惯 。 并 把 它们 归结 为 Markov #H# M. RMR X M 在 
A,B, CLP p a de gt MBAS APH, Eu Ed 
4f EE EE 6348 Bop RRHKT A, 如 两 种 型 号 的 咨询 意见 。 


1 l, 
p 2 i 
i 0 0 
| 1 1 
cos 1 2H aa 0 2]. 
o 0. 1/. 1: 1 o/ 


ul 


1 
a. 
1 d 1 | ( iy ) | 0 I 9 
3 3 3 "^10 0 1 
1 H * 
E o 1] 1 0 0 
2 2 


15. 考虑 一 有 限 状态 的 Markov $. AiE 

(a) 至少 有 一 个 闫 态 是 常 返 的， 

(b) HF ERA DEAL PU, 

16. E- 4 KSRF EM, KR Markov HALA 0, 1» 
Q,-+, Sis PRA AH ET EMA oo, HERB 到 $+1t 生 
‘096 E g,= 1 一 Ds BORA OCR ED, BMRA CO” Xo 
PRS A? be AL M Poy = 1, 

(a) 斌 证 所 有 状态 为 常 返 的 来 人 忻 是 


71. 


limp: pspat p.) -0, 


(b) Swe ai, KARP RETR. 
17. Git HAS ES EE 


0 1 2 
| 
i l 1 
21,11 2 ıl 
Pols; 3 3 
ji 1 11 
2 [6 2 8j 


Wh IRIE DF, | 

18. fix A& iE AMAL ELE, SRAM gsx 
前 状况 关系 很 大 。 于 是 可 考虑 4 状态 的 Markov &£, iik S REA, 
一 晴 一 阴 , 一 阴 一 晴 ， 以 及 接连 两 阴 天 分 别 记 为 (S,S), 08, CD, 
(ODO, C). ERA EE 


(S,S)} 0.8 0.2 0 o 
(S,C)p 0 0 0.4 0.6 | 
(C,9) 06 04 0 0 | 
Col 0 0 0.1 0.9 qd? 


斌 求 这 一 Markov 链 的 平稳 今 市。 并 求 出 长 期 平均 的 睛 部 天 数 。 

19. MAA MPPHADAERPRAMLIA, Je X K 他 在 
家 时 (办 公 室 时 ) 下 十 了 而 且 家 中 (办 公 室 ) 有 伞 凶 就 带 一 把 拿 雪上 
BCE). RP GH MARES, Ao ARX B RRA PL 
CBE bP pa ee a p. REL M+1 RAM Markov $E rim 
E Te PR aE A aL 

20. mest ARE OM Ae to PIS m 2G inte 
BRT ERAT GR, Ame 1/4 HZ ERR, vA 


ra 


LE d 


SARE SR EENT fa ofa Ney PIE, UND M EDU 


白细胞 。 再 过 一 分 钟 后 每 个 红细胞 以 同样 的 规律 再 生 下 一 代 而 自 
细胞 则 不 再 生 ， 并 假定 每 个 细胞 的 行为 是 独 评 的 。 
(a) 从 培养 开始 n+ 二 分 钟 不 出 现 白 细胞 的 概 素 是 多 少 ? 


(b) 整修 培养 和 过程 个 正 前 概率 是 多 宁 ? 

21. 分 支 过 程 中 一 个 体 产生 后 代 的 分 市 为 2o=8 m= pp 
tg DRRE n AGE EO EEE RAE EE 产生 
E4292 市 为 po= 工 ， aay , pic Api. nai, 


pi, ne laws amen, 


22. 若 单 一 个 体 产生 后 伐 的 分 市 为 poe Ps= p, Pt gsi. 
EAR XL GLA UT GH OBAMA LARP AMA ONE HS 
T 

. 一 连续 时 间 Markov #9 07° LADERA, BRA Of. 
it nae 时 间 服 从 套数 为 入 六 0 Re >O 的 指数 分 布 。 试 求 在 时 
ROMA 0 AES LED AJ A EAE A TRA 0 OB Pat. 

24， 在 习题 23 PX asu, EXNO ABA, tl 中 
KERSA, RENO 8504 ob. 

25. iL X (OD Atif, LA 

P(XG-Fhb)-XQU-1|XO) AFH ) ah -o00, 

PiXOOO hh) -XO 21]XC€) AiR 上 = BAtoh, 

A X(00)20. ik2- SLE HH "X OD) X AS EC XO) 为 奇数 ”的 
jS, 

26. A E dE A 0,1, N E89 REE KO), RE XO) 
=OVLERA,=(N-BDA RHO, N. XP XA 

PiX(i*ÀA)-XXOD021|l X(D-2 Ek) = N+ oh. 
ARP, (OSPA =n), RANEE Ec ERU 作用 的 : 
73 





[a W- mr. tae n ad 


HF. 
27. BRLEFRA ERS, BHF AH BRARKB 而 产生 分 


FOC. REAR DARN -ADFASR BBM KR ELS 
BOEDYpAGEG Rh AR A.B Bap) nTGEGRGEGJU. LE EROR 
it d, B DFR, 并 记过 程 X (0 为 AD FARA 上 的 数 
A, KAZARN, 

28. d XN SNA AKNA, ECCE UR COS X 65 
Poisson 过 程 到 这。 而 服务 员 的 数量 巨大 ， 可 理想 化 为 无 穷 多 个 。 
Fi .— 4136 5 3H] 83 ER da dk oe RA HAMMAA LRA 
FO} eB aA. IX 为 址 时 刻 寺 正 接 党 服务 的 顾客 总 
JR. We SMM BHR 

29, -A DN PAM ox AR E. AM Ory Coo e| Cy 
项 上 时针 排 列 。 第 记 个 部 件 会 特 续 工 作 一 段 时 间 y 其 分 布 为 以 为 
参数 的 指数 分 市 BE GB uETAR QUUM eT a A x 
Peak RC PGK, ERREA- RARA 
Besa, Ww XG) AMA 二 正在 运行 的 部 件 的 序号 。 试 写 出 模 
EAs RBA RAM RS T4. 5 N-2.Ai)i—À.d. dp ae kk 
志 为 1 时 试 求解 Pal BPG). 

80. A5 het t ibd) Kolmogorov 向 前 微分 方程 。 OR an 
4k AP. = 1 FRE k PSO APAD BAR 5 A, 特 
别 对 入 y= 904 Yule 过 程 求 出 卫 ;y(#) 的 明显 表达 式 ， 

31. BPMRE ERA, A-REEMLEBP AM ys 
为 参数 的 指数 人 分布。 一旦 失效 就 再 就 射 一 颗 新 卫星 替换 它 。 所 需 
的 准备 及 发 射 时 间 为 一 以 大 为 参 妆 的 指数 分 布 。 记 天 人 和 op ar 
1 时 在 轨 道中 工作 铃 卫 里 数 ， 候 定 这 是 一 个 状态 空间 为 {0， I， 2} 
的 连续 时 间 Markov ET, fox Kolmogorov 向 前 及 向 后 
ta a AR 
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第 4 章 平稳 过 程 


平稳 过 程 X= (XG), t€ T) 是 其 概率 性 质 在 时 间 平 移 下 不 
变 的 随机 过 程 。 这 一 思想 抓 住 了 没有 国定 时 间 ( 空 间 }) 起 点 的 物 仅 
系统 中 的 最 自然 的 弄 象 ,因而 在 通讯 理论 .天 文学 .生物 学 ,生态 学 
和 经 济 学 等 各 个 领域 由 获得 了 广泛 的 应 用 。 

由 平 稻 性 可 以 时 出 许多 理论 中 的 重要 结论 ， Aen SE Be PTE S 
HEER, Heme. 


4.1 定义 和 例子 


PRT HAA PREM PA Be, Ba, 2eT, Wy 
+HEl, i T Num PILAR 2 

(i) T-10,1,2,"), 

(ii) aaa 


(ii) = [t0], 

üv) = (f.— oor oc), 

直观 .上 ， Lidia ba sat a C4 了 也 可 以 表示 空间 
位 置 或 其 他 )。 


定义 4.1 BX=(XO, ET} 为 一 随机 过 程 , FUER 

ERR ERT MER EPR n5 hU T EA. A 

EX Cy) ec XU AK tM yen, Kt Wh, GD 

则 随机 过 程 X 称 为 严 平稳 过 程 。 这 儿 "d? ERFAN k EM 
, 遍 向 量 的 分 布 相 同 。 | 

注 ， 如 果 T-(0,-x1,9), RNR X SC ÉL P. 

NE XRE PPR, WEATER, FRR Us. 
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= pe ere er | ee 


a hE L a 1 


wkd), t€ T) 为 严 平 夭 过 程 B3 nS xm 
m) 7 EXODOTETE, WAKE, WM mE — m, ET, 同样， 如 
Ht 7g 2: oa AE HE Ulf Var CX (0) = BCX) -mm)? 也 是 一 个 常数 ， 
Bis, (OT, PPRs<O, APSE HOTS 

EXD -m( XD - m= EXEC 5) — m2 CX (00 — m2, 
等 式 右 端 只 依赖 于 了 时间差 ts。 车 记 

Ra) = BCX) mo CX (0 m, 
Ja] 
ECGX (Oh) m (XQ) 7 m) = RO, 
Big; 34x 5px x, MABALA. 4K, B 
Var(X) = R., bat, BEII 
pio) = RGD/a?- R) RO) 
为 平稳 过 程 五 的 相关 函数 或 自 相 关 画 数 。 出 概率 论 吊 相关 系数 
FEES pCO} = 1 A loc] x1. | 

"C BPESEREAIDRRBSIUSR SIT. 

54.1 通讯 理论 中 的 电 脉冲 常用 一 个 平稳 过 程 来 描述 。 Mi 
R, CE MRAP, MA-ES aE TPR, H 
Fax Beat fa] SAP SHS EAHA), JPL Py et AP ie Rae. 
Koh, BSN BRA RR AP RL RA , 
HERDET SIS FRR. 

例 4.2 星星 .星云 .种 物 利 动物 的 空 间 CROP TD ER IR 
平稳 过 程 来 描述 ,这 见 吧 可 以 是 欧 氏 空间 ，, 球 的 表面 或 平面 等 等 。 

4.3 海洋 波 的 高 度 也 可 能 作为 平稳 过 程 来 处 理 ， 其 中 将 
是 球面 低 度 和 纬度 学 标 ， 

对 于 一 个 严 平 稳 过 程 而 言 ， 要 求 它 的 所 有 有 限 维 分 布 都 与 起 
点 无关 ， 这 无 疑 是 一 个 祖 当 严格 的 条 人 忻 ， 而且 在 实际 中 也 役 难 验 
证 。 币 从 实际 物理 系统 来 着 ， 过 程 的 赣 二 阶 符 已 能 反 瞻 该 过 程 的 
US WE A ERE. BEILA T HR AR P ee SES. 

EM 4.2 dRX-QXO, CT 为 一 实 值 障 视 过 程 , m x 


7g 


HET, EX? H) coo, EXO =m URH im fr BH 
- m)CX (8) — m) fi t- 5 AK AK X 为 宽 平 稳 随 机 过 程 ， 

一 般 米 说 ， 这 两 个 过 程 是 互 不 包含 的 ， 即 严 平稳 由 于 不 一 冠 
PAE OR Rs 反之 ， 宽 平稳 由 于 其 有 限 维 联 合 分布 
可 能 不 满足 (4 .1) 式 而 不 一 定 为 产 平稳 。 但 只 要 过 程 的 二 阶 掩 存 
在 ; 则 严 平稳 过 程 一 定 是 宽 平 稳 过 程 ， 

例 4.4 设 2 为 非 零 随机 变量 , 考 虚 如 下 两 个 随机 和 过程 ， 
X=(XH=1(Z,1E€T} , Y - (Y (D- Z,tIC T), RSW BÉ 
宙 过 程 的 平稳 性 ， 

EO HEIE Y 而 言 m : 的 HU 5 i: 76, AX 
必然 是 严 平稳 的 。 如 果 EZ? oo, Nj Y PERE RH. ECT OD 
机 过 程 X, EDTOdR— HEADOEB ON UBI. BDLDECBRISPEOERERIN. 
EW, H AE EZ? <o, WE OEZ-0, DW EXO)-£EZ, te 
关 ， 因 此 不 是 宽 平 稳 。 如 果 EZ-0, PF EXX) = 4323 
ts 有 关 ，, 故 仍 不 是 宽 平 稳 。 

一 个 自然 的 问题 是 是 否 存 在 一 类 过 程 ， 合 这 两 个 平稳 过 程 的 
ELTE? 答案 是 肯定 的 ， 为 此 我 们 引入 如 下 的 客 久 。 

定义 4.3 JdEG-(G(D,-oo«:«o05) 为 一 随机 过 程 ， 如 果 
对 任 一 整 正 数 Fx 以 及 任意 k 个 时 肇 Bui ee Sy (4D GG » 
cO 0 O0) BURA Sb RAN & PEE XA B. BR GO 为 高 斯 (Gauss) 
we, 

FS, & BERS ASS BASE AE n] Be 
— la iE , ini xx ERAS ENA, Het Gauss 这 程 而 
育 ， 两 个 平稳 的 定义 是 等 价 的 。 

RAFTER ERE. HAREM, RRR EE 
RUE AT Rie. 

例 4.5 CFR PPPS), BEX, n= 0,1, -- HF 
不 相关 的 随机 变量 序列 AA EX.—0, EXG= 0%, n-0,1,—, 
A EX,4,=0 4 men. WW X2(X,,n50,1,-) AFBI, 


Fd 





RER AHA 2A 
ay a1 = n, 


0, Th 3 tt, 


EX,X,-Í (4.2) 


Rij m~n WX. 
例 4.6 (三 角 多 项 式 过 程 ) 一 些 美 于 平稳 过 程 的 有 意义 的 的 
于 可 以 通过 考 虚 某 种 有 随机 振幅 的 三 角 函 数 表 达 式 得 到 。 设 4 和 
BAR ARMS H.W AO, 7i 2: 29 os BAM BAS 
Aoc, BE E AB-O. Wor IPE Rw, ESL 
X,= ACOS ct B SIN e, 
HX-GXOS: -codio A ERNE. BRAT 
EX,-coam!'EA--sinotEB-0. 
由 五 48=0 得 
FX rX a= E ACOS CE + r)a t+ Bsin(t+ To) (Acosio + Bsinto) 
= E A*cos(t-- vw cos ico + EB sin(t + 7) w sin to 
= ¢ COs vai, (4.3) 
BBZ 8 CCS REIS] r AR, MATR, 
更 一 般 地 ， 我 们 可 以 作 邵 下 的 推广 todos Adis cU» Ans 
Bo A, BAW PAK MILER, HEA = EB,70, EAT 
= BB] = 01,0 Si<m,0<j<m, dd 609901 » Om AT LO »or ] 中 不 
PEK TER, HEN 
X,- PA A, COS fwg t B, gin tor), 
则 显然 有 EX.=0. PA 4.3, 不 相关 ， 用 得 出 (4.3) 式 类 似 
的 讨论 可 向 | 
EX, X7 3 oj COS TO, (4.4) 


4g 5 T 4x .M [X,, 一 wodi) AFAA, 注音 到 4 Coste, 
Al Beintu, RAR AURA co, 而 随机 振幅 为 Ae 和 B. 的 简 谐 D 
FERT ZA 了 时 质点 和 网 位 置 。 由 此 看 出 ， 当 振动 的 随 祝 振 贱 两 两 不 


rë 


相关 时 ， 经 夺 加 而 上 生成 的 过 程 仍 为 平稳 过 程 。 上 面 (4 .4) 式 中 ， 
Be o = git e tans pez aria’s MATRA 
Riv) = a’) ps COS Firs 
XX JL px 表示 频率 os TE DIT 2E BE NCBI DOM. EXE 到 pu 
0<i<m)}) 是 离散 概率 密度 丽 数 。 车 区 Pee os BHA oH 
oy afi A Be, VW E ox n] id A 
R(x) = o? | cos vo dF (o), (4.5) 


(4.5) Wa EO RT DLE EBORE ET IESE A RA SH. 
EG) = o? ['cossod FG), 


其 中 FHEAE, rj) LETTERMAN. BESS 
到 这 种 推广 确 是 可 行 的 。 特 别 当 F ORO or LEA Mh mu r 
HEEL 0,1, 时 
_ fF L o*,7=0, 
Rir) =a os modes {i 70, 
这 就 是 例 5 中 的 协 方差 函数 。 

HT (滑动 平均 序列 ) 设 (670,1, 52, - 1 WIR 
相关 的 有 相同 均值 mm 和 方差 r 驳 随 机 变 重 。 设 1 ，… ,94 为 任意 天 
个 实数 。 考 虑 由 下 式 定义 的 序列 ， | 

下 ,BA t Glatt tals ens DUO 0, Eis 
我 们 有 
EX, = mila, te + ay) 
id £,-5,— m, SN e, HPPA AK RIB 335 ERR 
rint Tn) 
= ED(OX,— mu trad) Xn — May te ta 
= E (efa t asina +70 + Arén- i1) 
* (Gb sas t a aan t Orb nts tr) 
- fo Canter +e tty)’ GOrxk-l, 
0, E rtk, 
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EHA ER OIX S RI SI + A EE LX, sn ttle) 为 平 
fale, MR Ra,=1// ky F=1e k, W 
oro? (1— s/h}, t&k-1, 
ARD =i ah. 
ff 4.8 (随机 电报 信和 号 } 设 信 号 流 X (XOD, teo} 为 一 
随机 过 程 ， 上 且 对 每 个 上 布 | 


P(X (=I) s P(X =- I) = 


toje 


MEL ¢+ 71 Rt AET SA e BO RNR OA 
Poisson t f8 » Bl) 
POV (DO = pP =e a/R, AU, 

试 讨 论 信 号 流 xX 的 平稳 性 。 

E Rm. EXD 0, £50, AERE EHE LE 0. 
注意 到 Gto XO RARER I M- I? 3p. 6 

BEXG+)X@=7*+PORSTE, t+ 7 ABER) 

-I PORRE t + +] 内 变 号 奇数 次 ). 


Pi( 信 号 在 [tst+ IAS BRD 
= IPINA D-NG-20D 
= Me "Om? CE) 1 =e" "chan, 
PORES Eit.t+ cIN SSSR 


= SV PONG+T) — NCH =2k4+1) 


= 2 e (4227 (9h + 121 2 e shir), 


x 


2 


B pl 
EHXGOTTMXG 2I Pe-veant f/p = Pe Me = feo, 
kW 
MEesL0 时 ,考虑 [t+ st] 内 信号 变化 次 党 同样 可 得 
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EX(G-- XD =]? iet 
ED R7; 25 ER CA S SEDIT TRI RE r AX, RL TE TRECE PLE RR 
tW. 

在 平稳 过 程 中 ， 一般 常见 的 过 程 是 周期 平稳 过 程 。 

定 又 4.4 4 X-0XQOQ,:€ TAPER, MEF IE 

Xite) =X), 
WX 称 为 周期 平稳 过 程 ，x ATR. dud x 是 周期 平稳 
过 程 ， 则 其 协 方差 函数 也 是 周期 消 数 ， 生 与 过 程 有 祖 同 的 周期 。 
因此 
Rovr-k)- EX vk) —-m CE (6x) m) 
=HC(X (+t) -MR —m) = RD. 

还 可 以 考虑 复 平稳 过 程 。 其 定义 与 定义 4.2 Bi, 差别 一 是 
iB XO) BOAR, DERBH SRR ER EXM- m) 
e (XW 7 m), 3X JLY SER X HA. 

例 4.9 (周期 振动 ) XE X(ODeX-O), Hh x 为 实 随机 
Bm, WE EX =0, EX? =0°, fO A-A 3EBÉ PLY SE [E GR Xr, 
AREE BB X= {X),- co<i<ico}, Wu] X 为 平稳 过 程 
的 充分 必要 条 件 是 FO = Oe Ot", Mb jay 1, C, As OW 
常数 ， 
dE 由 加 及 = 人 9 知 EXG)=0,-eo<cicoo, WW 8t f(D 
— ge FACED in 

ExG- DYOD- = PY Ce trta Jatta) 
g Co JAT 
BX 为 平稳 过 程 。 反 之 ， BOxoRS- 个 半 稳 过 程 ， ni 
RG)EX(GMXO —EX?f cto ef (t =a FOF, 
BB 了 他 + 了 FE 与 +4 无关。 取 r=0， 我 们 有 
[f@ (7=c7= RO), 
wm 了 = Ce RILGO Ak, GM 
aI 


Sta fi) = Cleo eun 
“St 了 无关。 因此 


db (£- r) — Jd (O) =0 
dé d 


ppv t0) - uen. 对 一 切 t 均 成 立 。 因 而 yO 


Aa. Wya@=at+e, PATE 
JG) = Oot. 


4.2 沪 历 性 定理 


SBI FR ERNE, 

Z-iX,,520,1,2,-), Beh (X, 为 独立 了 同 分 布 随机 变量 
FRI, EXi«co EX =m, n= 0,1, 

F-[Y.—-Y,n-0,1,2,--),2'5 Y RBESUD ER EY 3« oo, 

这 两 个 随机 过 程 是 平稳 过 程 中 的 二 个 极端 情况 ， R[ £I fH xx 98 
NL BAR ALP BS SES. guam, HA 2 E DU] Ha 
对 X 过 程 来 说 ,我 们 有 


LE X,t t Kpa) 


CP BIAS Him, (Bod OY 过 程 来 说 
LO Y.tec-Y,.,)0-Y, 


如 经 过 对 时 间 的 平均 后 ， 随 机 性 没有 任何 改变 ， 于 是 自然 产后 这 
HOH. 对 平稳 过 程 加 上 什么 委 件 后 ， 对 时 间 的 平均 值 可 以 等 
于 过 程 的 均值 ? 这 一 问题 称 为 平稳 过 程 的 遍历 性 〈Ergodic) i 
题 。 这 是 平稳 过 程 研究 中 的 一 个 重要 课题 。 其 重要 性 可 以 从 刘 下 
粗 覆 的 分 析 中 看 出 。 对 平稳 过 程 X, 重要 的 是 斑 定 它 的 均值 mm 以 
及 协 方差 西数 R), APRA =m, Xim, RALES 
BEPLDITS XK PARR. 以 XORA P WERE BRI, 
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i-1.2,-5, m 则 大 数 法 则 告诉 我 们 可 以 用 而 = L Ono 
too +¥,0)) Xlll m. ARs AT 83b 5732: Ep 数 ROO, 
也 可 以 用 

RG) = il OX, G9) — A Ket) Ma) 
来 估计 。 但 对 随机 过 程 作 多 次 观察 一 般 来 说 很 难 做 到 。 比 较 容易 


的 是 作 了 一 次 观察 ,获得 一 条 样本 路 径 ,我 们 希望 由 这 一 次 观察 来 
it mA 且 (z)。 不 言 而 蛤 ,对 于 一 般 的 随机 过 程 这 是 不 太 可 能 


的 。 但 对 于 平移 过程 ， 具 要 加 上 一 些 很 一 般 的 条 件 。 比 如 观察 的 


时 间 足 驶 长 ， 就 可 以 从 一 次 观察 中 获得 m 和 EGO BEER EEG d 
i. 这 就 是 有 名 的 遍历 性 定理 。 为 导 册 这 一 定理 ， 我 们 需要 如 下 
的 和 定义。 

zEX 4.5 HK = (XD, —oo«t« co) 为 一 平稳 过 程 (或 


序列 》， 车 “ 
F= imz]. XO di= m l (4.6) 
或 
Frm TS, XE) = my, (4.7) 


pss x WEA we. ink 
Rex) = lime (X(t) - m) CX G4 -d= RG) (4.8) 


或 


R(x) = jm Dy (XH) —m)CCX G1 m) = RGG), 
(4.95 
Wes X 的 协 方 差 活 数 有 遍历 性 。 阁 随机 过 程 (或 序列 ) 的 均值 和 
ASM AE, WP RRL eA ee tE. 
BAERS ABH. FEDULERIEDE ERU. SBR aA 


#3 


PE 


Ch uc. 


限 个 状态 的 平稳 序列 {于 ,yn = Dele ts 其 状态 E= lev T 

Jil m — EX, XE PARAS ES 4w {Xn —N*n- 
Aa, Wl Eire VESTEM, UL Re FERE, 25 N LAI dy 中 
WoL ae Bre Bp RAS, WA Nol, Ay ous 为 状态 


e, URES Pp, JTS Ay PERR P9 X y= 一 ;7- No Dx. 


ET we 均值 m= Xe. 

STR eee W 34.6) (4.90, 24 t RRE (SC CAE 
TAT: XE IST ELSE BA ORB PE L0, oo) Lb, fan, +H 
EI CA 8) NICA. T2 2X IAE SLE 


— . 1 T 
Z= im 并 | Td 7m (4.10 
T 总 
或 
X =lm- 1 Sy (=m C41.413 
Now N +] fr . Zac 


HSM PERE CA, WA PR SSR ETETE A 
RE REA, HAEA Ao LAR Bt ARP. MAREAS 
件 下 它 能 等 于 常数 a? RTS THM, BRAM EAR. 
1931 年 Birkhoff tuc] T LEE E | X (0) | « eo, Bp JLSP- Ep ES 
(4.6) AIL ROAR HE — t EAE SAS TELE REED BL D) 
Jg VECES TE SHE en Do P ep JS. 
定理 4.1 (ARH DE X — {Xn 0, x1, 
ARPS, HOBRITZZGEGHON ROD, WX 有 遍历 性 的 充分 必要 
条 件 是 
lim I, 33 RGO = 0. 
Gi) X X-2(X(O).- co<t< oo) 为 平稳 过 程 ， 则 X Ai 
性 的 充分 必要 条 件 是 


lim nl EC 一 J) RO de = 0, 


&¢ 


证 ”由 于 离散 场合 和 连续 时 间 场 合 证 明 的 思路 相同 ,所 以 我 
们 仅 证 明 连 续 时 间 的 均值 遍历 性 定理 。 首 先 计算 X 的 均值 和 方 
震 。 记 
过 = 二 | xa), 
p+ 
EX = E lim¥,= limEX, = 





WE 4.1 Var(X) = Zim [去 | CX (D — m) dé i 


-= =lim ak |] o - mat] 





TA 

= maf f^ xc CX) m) (XG) 

一 m) ld?ds 
= lima] J| RG- sdid:. (4.12) 
在 上 述 积分 中 ， &emí—s, v—íts, BN zie Ex np TE RT HE 行列 
_ 4-1 
XB 2g J= | 1 =i, 
1 1 


积 秀 区域 变换 为 - Ole teseT (如 图 4.2)。 





rt 4.1 i m] 4.2 


* ZEBRA, Seb Ris WO Y se Be EVE BS. 
a5 


a Rw) ARAM, M4127 
—|r1 
»3] ROO drdv= lim. zal" RG) ds | con pd 


=lim haf AG2(GT- |r Ddr 


T2 


- lim zs Rx) QT - 1) de 


oq 1 2T . 
= lim yf, Aco(1 - 5r )dr. 
BUE Bing ESL AREER EFS I . m 
ign SCE MRE ASE ES re, ATERT see. 
由 此 定理 ， BLE ERA OP TA DURS ES (a 38 Bo TERI SE 2 
AR. 
推论 4.1 E [LRG lde<o, MIR ERE, 
这 是 由 于 当 OSI, | (1 一 /2T) Ro) |</R) j. $ 
1 ， 


rl (1-5 JR dz| <4 an [Rr Ide 





«il Rix) |dr=0 


推论 4.2 XDPREUFG EA, BRO ero), WHE 


WERE 
证 DY RGO--0 (o9), KH Stoltz 定理 只 


1 一 - . ma 


中 一 圭 
lim’ Y RCs) = limRN- 1) =0. 
vo MN T=] No 


从 而 序列 的 均值 有 遍历 性 。 
关于 协 方差 函数 ARG) 的 遍历 性 定理 ， 我 们 可 以 考虑 随机 过 


程 FY.-iY.(O),—oox1«o0), 其 中 
Y= (Et (XO m)» 


&6 


则 EYD- Ro), HEA 4.1 HEHHEE, HETA M tE 
等 价 于 VarcX» 20. BRKT UKE WO ER ROOCÉ XUL PESE 
#9-p Var (Bio) =0, Æ Var RGSS, 我 们 有 
定理 4.2 (AS RR CRD WE X-—iX(0, - ot 
{之 oo} FRU AHERE, WHABHRA MOTE 的 
3E 4o ER fh e 
imf (1 ~ oo - B20) de = 0 
Foros 3 27 
tip 
B = BX G+ ctv) XG+) XO +r) X). 
对 于 定义 在 T0，coy ETARE, ， 只 要 把 遍历 性 理解 为 
(4.100, (4.11) 9950, DII SER 4.1 和 定型 4.2 仍 成 立 ， 
很 玲 验 证 。 但 对 于 Gauss 过 程 来 说 , 问题 要 简单 得 多 ， 上 比如 我 们 
有 如 下 的 结果 ， l | 
定理 4.3 WE X-(X,,n-0,-i,-—) 是 均值 A 0 B5 Gauss 
平稳 过 程 。 如 果 
O mS R'go-0, 
W] Gauss DRAMAS AI. 
例 4.10 PEND) =acostwtt+ 6),06—U(0,2z2), wt0, Bil. 
X-2(X(0D,-oo«t« oo)fij 1 [ECER mE. 
证 首先 
BE) = ifr. cos (wt + 6)d6 - 0. 
ox Jo 


FEA AHAA 
EX G+) X O)= Ea? cos(w (tt 3) + 6) c08 (cot + 6) 


G^ Rx 
- £L COS ( (i+ rw + OCOS (fw + 0) dé 
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re pe er 


"NC 
" dac | [eo3((2§+ 7340+ 28) + cos ve 1d9 


F 
= cos TO) + 
eX 为 平稳 的 。 由 于 


M Or gp) ee Sof" (gh anon 


2 1 7 2 [ar 
= p > woe 一 Bf, rCOSc Tdv. (4.13) 
18 ri flt 4 SB np BE BERI 


AT 5T d T 
il T COS (cT di = brf coa wt dt | <-->, 
9 | é 6 


把 此 结果 代入 (13) 式 ， 即 知 
ij G- Edo (r+), 
Mee 4.1 YER. NEP, BHEE E 验 
1 [7 m 
证 地 ;| xoa 0). 


例 4.11 设 随 机 变量 序列 {对 ,m= 0, 土 1 ,…} 消 足 
AQ. XE COs to, +B, sin Ware)» 
其 中 4. "PE By, tts B. PS [REA 0 APS TEA du 26 FA LE 
E, X EAi= EB =g, 1<k<m, 0<a,<20 试 考察 其 均 fü 
的 遍历 性 ，。 
Eo 与 出 4.6 类似 ， 可 以 算得 
EX, = Üs n=l, Elp 
RG) = WÈ COS Tore 
iani 1 
1 sin! n+ zje ($8 
T= e EAS — bre - moo tA LL. i 
HZA OR A A AT + coss t+ + + cosa ETIES, 
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-1 
S AG) 


i 
M 





=- LIS 3 of cos real 


G a jni N i2 wo 1/1: 
paci | 28in(c 4/2) A * 
* 41. |. — 
gsintas/2) 7. 
MERA XAAR AME, 
例 4.12 ZRP aTh AA TA SEHER N E. 
M [HO 4.70 
R@) = [o Aiden 十 十 人 HCL) Tr 一 1， 
0, ay tak, 
由 定理 4.1 的 推论 4.2 立 得 滑动 平均 过 程 的 均值 有 遍历 性 。 
例 4.13 研究 全 4.8 中 随机 电报 信号 的 均 和 有 否 浪 历 性 。 
和 解 ” 由 例 4.8 知 AGO - De 77, Hai ATO, 由 于 
人 Bepar=2 are Do, 
也 定理 4.) 的 推论 4.1 立 得 随 科 电报 信号 的 均值 有 遍历 性 
在 庶 用 中 ,如 果实 验 记 录 s(0O 只 在 时 间 区 站， Zn Er, 
tibt in FWA, 


th RE ote = $1. zd, (4.14) 
T- 
R) zÉG)-7 eb (att) 一 mo Cad + 7) — mJ di 
T— pdo 
1 r-r n 
api | sWat+ odt- Mh (4.15) 


其 中 nsr 失 下。 但 在 实际 中 OKEERE. Bj 
可 用 数 提 方法 来 计算 (4.414) 和 54.15) 式 。 先 抬 L[0， 了 ] 等 分 为 六 
PENA T/N BIB I] [ES , A TERN By ty 7 (下 一 172)At k=l, 
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2,5 N RLI (DRI NAR Po. Hoi) kl, 0. 18 
(4.142 rr EL ARA] £035 FRI BGS 


Hy ai 了 上 一 lE. 
Avr, = rAd WY AY $ HRA BER KIEN: 


AB. zx PS — Dower. At- — AT. Xe) 





E See (= — se.) , 


= 0 +, mN, 

上 而 两 式 的 计算 和 图 形容 易 由 计算 机 来 实现 ， 现 在 的 问题 是 
ARE AAAS. SAL At 应 该 越 小 起 好 。 但 
d T BORJSS DRA EET ID. d At 实际 上 不 
可 能 取得 过 小 。 理论 表 有 明 ， 如 果 00. Kl, BymDHIEX Ge 
Aja) Af BL BSE o. CHE Ajo) ERER coo, LIES, 而 


oo. HUjo)= 0), W3% ALTEREN SLT ) 时 ， 2, k 


-1,2 del) VL (ese BR Xr wt) HE [0,7 了 了 上 上 的 全 部 信息 5 这 是 所 谓 
的 采样 定理 )。 这 上 几 了 = 一 1 表示 虚数 单位 ， 

ina Fi = vs pth AUR FA RERUMS AERE ETE ES Y 
Se EAI HE. 但 是 真 要 去 验证 它们 基 否 成 立 是 很 国难 的 。 因 
此 在 应 用 中 ,一 般 都 是 先 假定 所 般 到 的 平稳 过 程 有 所 有 历 性 ,然后 根 
振 试 验 来 检验 这 个 假设 在 否 合理 ， 

平稳 过 程 的 遍历 性 在 应 用 中 有 十 分 重要 的 意义 。 首 作 刀 本 玫 
开始 所 言 ， 只 站 利用 较 长 时 河内 鸣 一 段 样本 值 就 能 估计 这 个 过 程 
的 汐 值 和 由 方 益 画 数 ， 其 次 还 可 直接 用 来 求 出 电子 系统 中 信号 儿 
噪声 过 程 的 直流 分 量 ， 平 均 功 率 等 。 例 如 ， 车 互信 RA OH 
压 ( 或 电流 ) eO EREK SAARA RE RENO R. A 
过 程 Xd ed, Mh (4.100 AEAEE (或 电流 ) 的 直流 分 


$0 


E 
m= m= lim Lf aoa. 
这 个 直 注 分 其 很 容易 用 实验 方法 确定 。 叉 可 算出 
g?- RCO} = iim ANS — mdi. 


REF’ RCO) PAA BrBECOEB MO 消耗 在 1 欧姆 电阻 
上 的 交流 功率 ,而 o 则 代表 电压 (或 电流 ) 的 有 将 值 。 


4.3 平稳 过 程 的 协 方差 函 数 和 功率 谱 密 度 


infi eie HERE. 对 平稳 过 程 ， 我 们 妤 可 以 在 . 
时 间 域 上 来 研究 其 人 性质， 也 可 以 和 用 Fourier 变换 在 频率 域 上 研 
究 。 具 传 在 郧 个 域内 研究 要 说 问题 而 定 ， 本 节 我 们 主要 讨论 平稳 
HERE BRE MR eR, DAP x= CXOD, 
(CT ARRIRA RATRE. 


4.3.1 H5 MESS 

SPR OX 的 协 方 闫 函数 ROGO. AA hEr TFE 
Bi 

1， 对 称 性 , 即 260—322 ROG), 

2. AF, BU | EISIR) I 

od}, WERE R) 有 非 负 定 竹 这 一 重要 性 质 。 即 对 任意 : 
BIBI28 1, AEP gp= 1,2, N. A 

3. 3 3 ans RO, 7 1,2270, 

关于 平稳 过 程 导数 的 协 方差 , 我们 有 如 下 结果 ， 

4. CovcX (D RN E= e DPR Sr), — (4.185 

证 ”我们 只 对 n= TER ARBRE RARE. Be 
假定 下 面 所 涉及 的 运算 可 以 交换 次 序 以 及 所 涉及 的 导数 都 存在 。 
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H EX'(0-OGXOG)'-0, KE 
Cov XY (Ob sX' (+e) =F DX G+) 
-E lim X. (AD - (XO) um Ya Am) e Xm) 


à LM im AT 





= [im lim AX EQCG* AD ~ X 00 (K+ & Ar) 
At Ara (MEAT 


- i im Anz + Ar- At) ROr- AD 


— Roe AAT) + Rir)) 
= lim l(n'(-AO-R' Ge R" (97). (4.17) 


acd At 


HAL PHRT LAPS ADM TERR. Tw 
介绍 其 中 几 个 。 

4. "M 人 ll, Jr, 

lri>T, 

Rir) 的 图 形 如 表 4.1. 1 PP RIN SAI. R) 在 Y=0 连 
EDIM, PAPERS 4 A X'OD 不 存在 。 

B. Rir) = ee tt, k> 0. 

RENE 4.1. 2 中 所 示 ， 为 指数 衰减 型 。 这 是 最 常用 的 
HHE AA, BEE rt $8.77 AA CR T Wr AR NE ED. 
T= OTESIB PAM OX CO EE. 

C, Ric)2(1-E|v])e t", £70, 

其 图 形 如 表 4.1。4 Bios. MEAR [eI 1/& 时 ， 图 形 在 = 
Shp. HE Ja] = 2 下 时 达到 最 小 值 。 电 于 EGOTET-0 S 
DFE, WX ODETE, 

D, RG) = exp( - £s] 

该 图 与 询 信 为 零 ， 方 差 为 1k 的 正 态 密度 函数 仅 差 一 个 党 
HAT. 770 A EGOTEXEUO H 4, KIPOR E 图 见 直 
4.1. 5, 
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hk aA 


aha 
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4.3.2 几 个 常见 随机 信号 的 协 方差 五 数 
1， 振 同调 制 波 
设 { 了 (ER} 是 一 个 实 平稳 过 程 。ho WE D 
|. Z(D0- Y(De^",1C€ R, (1.18) 
-是 一 个 复 值 的 平稳 过 程 。)n AMBE, ZO RAH Yom 的 
Rin HAS. SAU RA Ry ROE ZY BO Ty He ee 
Fr, WU 
Ron = Reine, 
PERUSE RQQ o7 7,90 
R(T) = 
RILATE Psa mew, M jeva 
Sk TE S td d URL a ERA 
XC) = F(Dcos(uot t O), IC R, 
EPPO, 2227989235] 2-38, AAPL Y CO 独 
i, MGR poy 23 ÉD EY (0 -008 为 
R, (t) = HyGO -| eos (oot + B) cost ( * r) + E) dO 


= J Ar COS Te 


Rye, W 
R lr) = eU cosur, 
2、 频 浆 调制 波 
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为 简单 起 见 ， 仅 讨论 由 平稳 过 程 玉 = {了 (Cf) tC RE d8 
rudi fc. 
X(D-cosY(D,iCR | 
Y HSV Gauss WH. RS KR E I BH) BA 25 RH 
4. &C=/R,0), NU 


EX(D-EcosY (4) = El (gf 4 eire, 





PLY (D A BB ge), W gs) = Ee? = exp(C^7/2) , Dl 
&7 5 GHA EX GX KE 5E A OS TE BD BT 


— te F 3 
EcosY (t) = + (expl £ )xexo( - 2 )- exp{ -£) 
=exp{- Rz (00/2), 
由 三 第 公式 
COS a cos f= Menta e ICD p aft 178) 4 gran a) 
既 过 计算 后 也 可 以 得 到 、 | 
EXOXGrtD-e7?'O)?chO,0), 
因此 我 们 得 到 | 
Bri = EX(OX Gtr) - (BAC) 
2er) Gh G2) ~ 1), (4.19) 
AUR coo MA Ryo) +O, Wi . 195A AD Ree) 0, M 
JE ONE HE a I Re) = EQO)?20, E Rri) 在 3 
= 附近 有 如 下 近似 公式 ， 


Ek? 
Ry. z Ry (0) -ge 
上 式 中 没有 一 次 项 是 因为 Br (?) 是 情 函 数 , 代 入 (4.19) 式 ,得 
RyG) ~exp{ ~ Rz(D + Rye} = exp{ ~ lee) 


SD 3r [DI Og 3E 2S SE: BE p COS T8373 2E IS NC. 
3. EHRE 





KAY D AEREE Gauss 过 程 。 令 
|— X(D- Y'(CD, ter, 
通过 计算 可 得 过 程 X AY 的 协 方差 函数 有 如 下 关系 ， 
Rre = 2R2@), 
4.3.2 功率 谱 密 度 
本 小 节 主 要 研究 协 方差 函数 的 频率 结构 。 我 们 先 从 确定 性 时 
间 画 数 的 能 量 ， 能 详 密 度 ， 功 率 和 功率 谱 等 概念 出 发 ， 然 后 引入 
“Eft Dh PA Se | 
WE mb 是 实 轴 二 以 27 为 周期 的 函数 ,在 [- 工 ， TIER AA 
限 个 第 一 类 闻 断 点 (也 可 改 为 其 了 亿 条 件 )， 则 o CO A eR 
Ri 


s) 3 Ae", 
其 中 a=a/T, 
Atmj= a atte" di 
OP j-r M 


Atm — RES EX, d sk X. BRA AD) TÉ dE SE A QD 
= A(0- n), 二 4(0) 称 为 宣 流 分 量 ,1 4(1)| £9 BE wo GE, 
LACO [ 称 为 谐 波 nm 的 振幅 。 现 考虑 e RAL - TT) ERE 


量 的 分 艇 。( 为 了 便于 昔 解 诺 物 理 术 语 ， 可 以 把 oe 设想 为 加 在 
1 GARE PE ERLE, # 


| at@rdi<co, 
Wi Ree Parsval 等 式 ， 
{ohare 27 È Ami. 


上 式 左边 表示 OC) de - T, Tl 上 的 总 能 基 RH UL e 8 
功率 为 
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sa " a*(Ddr- I lame ra, 

我 们 称 a, 2 no HSB BI IEEE, A= n/2T 称 为 相应 谐 波 
HABE. PRA os) 的 线 功 率 谱 图 。 每 条 线段 称 鸭 一 条 说 线 ， 
AEA AXQDI*Ó, LAC—-m]|*9- | AGO I* HERR (n - D 个 谱 
波 的 功率 。 


ta) ib) 
型 4.3 AHA 27 uS ES 
图 4.3(b) 是 把 功率 谱 都 集中 在 右 半 直线 上 ， 用 它 索 示 的 称 
为 半 功 率 谱 。 这 儿 “ 六 ” 字 不 是 基 值 的 一 半 , 而 是 区 域 的 一 半 。 因 
为 除 0 点 和 外， 六 功率 谱 的 值 为 功率 谱 在 同 处 的 二 俏 。 由 于 上 述 


谱 线 是 离 茹 的 ， 所 以 我 们 把 这 种 功率 谱 称 为 离散 谱 。 圭 面 的 分析 
SHRRN, WARC-T, TILEsOn BRERA, MEDR 4 
解 为 各 谐 波 的 功率 之 和 和。 如 果 oo (和 不 是 周期 的 ,但 总 能 量 有 限 EH 


F sD di<o0, (4.20) 

则 e CO ff Fourier CREAR UB IIS 
F(o)-7 [acea | 
一 般 F(o»)HÓtH.FG-F(-ow. 而 Parsval $0 £5 y 


3X. 
f at dt= iy | F(a) Pdo, 
— ZIF d u 


97 


这 公式 的 意义 是 gCf) 的 全 部 能 量 可 以 按 所 有 频率 进行 分 解 。 
LZ Go) LP ROAR BE. AR (4.20) 式 的 信号 称 为 能 其 理念 
号 ， 
但 在 一 般 情 癌 下 ， 信 叶 不 满足 (4.2 人 0 了 式 ， 即 总 能 量 为 无 限 ， 
BÈJE | 
p= mL Ddo. 
这 种 信号 称 汶 功率 型 和 俯 号 。 正 强 莉 信号、 平稳 过 程 的 样本 熙 数 等 
HARA’ ET i ATERA RREA o, PiE E 
BRS. BRRERB ASEH SEY ATP Fourier $ 
Pa PHRMA, RAN Ai TARRE, € 
fg, BIST, (4.21) 
aay iT, 
3j 200 FEA BRL IX IRI RS SE Stu Em 的 。 iE oO Fourier Æ 
HEE. 


Fw,P) =f 2, (Dedi, (4.22) 
HÈ Parsval $x, 
| 21 dte | | (a 57) |*do. (4.23) 
-ve 2I J -一 


两 边 除 以 2 了 了 ， 左 边 即 为 or (ON FR, 令 To, WIDE 
实数 轴 上 前 平均 功率 可 表 为 
1 [^ _1y 人 1 
lim sgr} er d= JHim| + LFCo, T) Pdo. 
(4.24) 
in 


lim zur LP Go, P) |*= Go) 


存在 ， 则 (4.240 AR SAMS SRI Re. 注意 到 (4.21) 
X. 有 
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tim Lf aoa sl [7 Sodo, (4.25) 


我 们 称 St@) 为 w(#) HAE RE. CoD Ac 表示 a(t) 的 频 
3 JEDcs a - Ac 中 的 成 分 对 200 ELS, 

下 面 我 们 把 平均 功率 谱 密 上 度 的 概念 推广 到 有 平稳 过 程 尿 
= {Zs odia HU WERRAPE, HC. 22) 和 
(4.25) CBE IS Qa) TE X UU 


Flas P= {" Zed (4.26) 

m 
srl xoa Ll” A FoTo — D 
注意 ，(4.26) 和 (4 ,27) 两 式 中 的 量 都 是 随机 变量 ， 所 以 有 党 


《 义 的 是 它们 的 平均 慢 。 我 们 把 过 程 FPP HH eM A 
PR AR PR FF ZED HD 


LN 1 : 
S Go) = lim Ez, | F (o, 5| , (4.28) 
而 f 
' 1 T 
limE A. x*eoa) | (4.29) 
SEN OAR AIDE OX BDEISIDER. 


BEEXO)-0, Æ (4.200 PARMA MBB, Bil 


E 2 zb - 
imh Bx dt= Ym) RCO dt RO), (4.30) 


88 ROOM XORIDERBBCOEKEUIJXS. 3E(A.280 PRIS KE S 
lim E|" 1 F(o,P)tdo= [^ Hm Boar] Pos?) ldo 

= | Side. (4.81) 

3E (A 20S PELIS LER a Doe oc WE ER (4.3008 (4.31) 
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no) - J-[ Sto do. (4.32) 
27 上 一 om 


(4.32) 式 称 为 平稳 过 程 的 平均 功率 的 谱 表示 式 。 当 然 ， 这 里 
还 差 一 个 所 述 运算 次 序 能 理 交 换 的 问题 ， 可 以 证 明 ， 如 果 平 稳 过 
程 的 协 方差 函数 ROWE [Laco ldr<co， 则 以 上 各 种 运算 次 
序 的 次 换 都 是 合法 的 。 

如 果 把 - 处 的 谱 密 度 加 到 处 ， 使 谱 密 度 只 在 正 半 实 轴 上 
有 定义 ， 则 称 之 为 准 ( 功 率 ) 庄 密度 或 单 溉 谱 密 度 。 如 用 GK w ) 表 
示 半 谱 密 度 ， 则 


lim FELIE” T)1*, ou, 
GC w= [777 
Üs at, 
= (mee wards, (4.33) 
De a0, 


如 图 4.4 Das. PRP LR EE ZO SI. 





E 4.4 PRESSE 
由 于 谱 密 座 在 谱 分 析 中 的 重要 性 ,有 必要 存 细 讨论 它 的 性质， 
fs Sj et Erg 7; 2i 3 2 MARR. 
Hi S Ceo ff] xg SL npn 
Sio) = S(a)z0, 
S(-w=S tw). 
x B Pe, ED P= Pla, DEF - a,TY 3: FBR. 


i00 


其 次 ,SC6) 和 协 方 装 函数 RHE RE, EUR 林地 ， 
我 们 有 


定理 4.4 (CWiener-EhintchineZ: 35); | | Re) |dr «eo Ji 
So) = [Rede (4. 34) 
— 1 far . | 
RD = 3. [stare do. (4.35) 
aor 


证 FAM RAE, qe) Dou n 85 0 的 情况 加 
CHE, ARS R-S) = EX(DXOG., BSto 的 定义 ， 有 


S(o)= tims, LEI ae ae f X (sJe/"ds 
= lim JJ gx ocn )e 7" t dds 
= Bengt (fm t- De i9 7n dids, 


MIL D-[-T«t«T,-'T«sT) ELARI PEER: 
writs, r=i-s, WERD RR D EH A Dj(-2T«utvX 
27, - Paura AE 4.229928 BT E 4.1 的 证 明 上 
式 为 


Slo) = lim Ji Rie "dud 


- Im]. Reeder, | 
式 中 
[e neo 2 hler, 
R (r) = 
0, jz o> er, 
WT Poco th, RR), HOHE [neo d< 知 极 
PRAT AAA SA eR, BA 
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St)» [^ imRrper rdr= | Rear. 
由 Fourier ®# A a1, Rev) Æ Slo WR Fourier SR, Be 
(4.34) 880 (4. 359 BN. 
+. AF ROMS o MER RK, Sk Wiener-Khintchine 
A Rh BT WA Fourier 变换 形式 ， 
Sto) = 2l Racos ov de» (4.35) 


Rir) -i| Sw) cos or da. (4.32) 
mdo 


对 平稳 序列 来 说 ， 证 Rir) se =O, lst,“ HHT 25 8 
Xr, ADR) | «oo, Sw) AARS EREE (4.26) 中 把 . 
积分 号 改 为 求 和 号 ， 然后 由 (4.28) 得 到 的 平均 功率 谱 密 度 )， 则 . 
WF (4.86) 9004.37) Ki Wiener-Khintchine 公式 为 


Sto)= Sle Rir), (4.38) 
AC) -1f S Gocos ro da. (4.397 
23 -y 


364.139 T THRE KA BU E SEE, 
最 常见 的 谱 密 度 是 有 理 谱 密度 ， 即 SCw) 为 两 个 的 多 项 式 
的 比 : 


diat dt HEJE EE Da 3c ag SCRI, S CoD 形 如 


tb Gy” do. 


起 中 so 关 0。 又 由 于 ROO0, S SQoRfEL0, oo) ER, Kit 
S (wm) 的 分 母 不 能 有 实 根 , 分 母 多 项 式 次 数 至 少 应 比分 子 高 2 以 及 
85— 0, 

£4 4.14 GREW 
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_ w+ 2 
So) 7 Fr bata 


SC BUX MPT ARATE. 
NE 4s (4.35) 5 
_ 1 to 2 十 2 for 
Rte) = On oi wa Botta” do». 


E ae OS r 关 0 利用 上 半 平 面 国道 ，r<0 时 用 下 半 平 面 上 上 
-的 围 道 ) 可 算得 


2d. i Z 
Rir?) 2, 49 Jj Yid 


4 2 eliT dE z= 4,27 RERJ $8 数 和 让 


一 ice 十 eg ally 


BO) = las 1) =e 


例 4.15 ELAUP ET MA ER 
R(x) = sp" »720,t1,-, lpl «1. 
NS mnaxda.39, 
Sla = iM ep™ 


= P2 P: SC oe r+ Spel) t— 1] 
oF Ere . Tmi} 


am 
mo e.. 


2 [+ 和 u 1 | 
21i. d-e 21,  d-e —— 
2x — |i1- pe/"|* 2m  1-2pc08u- p* 
例 4.16 如 果 上 例 中 的 Ro) 为 平稳 过 程 的 协 方 着 画 数 ， 求 : 
X4 HEB BE SE BE RR ER. 
解 ” 册 公式 (4.34)， 
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= “git | ceci» dz 十 [toe *d« | 


xou tae) au rus 

关于 由 RD REE SQ 的 方法 ,常常 可 以 利用 Fourier 
变换 的 性 质 求 做 ,比如 可 以 利用 卷 积 性 质 ， 微 分 性 质 等 等 ,我 们 在 
此 不 再 一 一 列举 了 。 

最 后 需要 指出 的 是 在 实际 问题 中 会 过 到 这 样 一 些 下 稳 过 程 ， 
它们 的 协 方 差 画 数 或 壕 密 度 画 数 在 常 义 下 K Fourier 变换 不 存 
dE, HOON ty Be Ber ak A eee. 但 由 Fourier 分 析 中 知道 ， 邵 米色 
许 谐 密度 和 协 方差 函数 中 禽 有 5 HAE X Fourier 变换 下 ， 
仍 成 立 Wiener-Khintchine 公式 。 这 主要 是 利用 人 函数 的 如 下 
基本 性 质 ， 对 任 一 连续 函数 f(r), 


fac —T fleldz= f Cm). 


由 此 再 得 
IÒ ererdw= Br), (4.40) 
2T —- 
faceta = i. (4.41) 


H (4.400, “SOT 22 ER LIT X1 BP, BY AY ne OF BE Jg 
2m8(o), RZ, SPRAY, (4.400 DPE RRA 
Cr). PEE 


COS wT = B (g/*"-e7/"7), siner= gj ef), 


可 以 得 到 当 谱 密度 为 a cos or Hj CHOSE REUS ET 25 ER COS 


Rir) = 1a COS coe ^" do 
As 
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= 2 站 era + [eren do] 
ác 


= 5 (et T) 8679), 


E 4.1 中 的 8 一 10 AARET EXEXR. 
We aR BE ON SEE S, 的 平稳 过 程 称 为 扬 嗓 声 过 程 。 它 是 白光 的 
谱 ， 所 以 称 之 为 白 噪声 。 白 噪声 的 协 方差 盟 数 为 脉冲 联 数 ， 


Rir) = 3L [swe/"do- SG). 
2C 


REAR Ae, ARR AEDA. RGA dH 
(定理 4.101), BRET. Be C BRE, 
化 的 数学 模型 ， 它 芍 平 均 功 率 (0) PIR, RTT 上 是 不 
能 实现 的 。 实 用 频谱 分 析 中 ， 如 果 某 种 噪声 在 比 实际 考虑 的 有 用 
频带 宽 得 名 的 范围 内 具有 较 平坦 的 谱 密 度 时 ， 可 以 把 它 近似 当 作 
归 噪 声 来 娃 理 。 例 如 电子 管 中 散 弹 虞 声 和 电子 设备 中 的 热 陈 Be 
a. 

XIPFISEFA)X-[XOD0,n20,t1,t2,—- DK, WRA CET] 
BARR So, UMRARME RS, Ki GIRO 


= {Be v=, 
0, T= tl, t2,.€e. 
GH ATIS AZADA., MORES BE XOOAIEEXRZE B, Hl 
pA Re SSP. EFAA So. SH HIER 4n HE JE 
AHX (Cn) sma ye 1505150 HEBR AEN, 

例 4.17 设 信号 输入 dene 0,1, °°) 为 一 列 零 均值 高 斯 各 
WR, REDI Xn 

X nT AEn tatni f= lee 


的 谱 密 度 。 


102. 


解 [5 Hi 4.7 知 X. 1.2,71 关乎 稳 序 烈 且 其 协 方 差 
PRM Rind 


ai- ai, T= Ü, 
Rew) = gagty T= l,l, 
D, 其 他 * 
故 对 应 的 谱 密 度 由 (4.38) 知 为 
i Co) = XRGOete = (ai ai) t aggle 7" c ef") 


= ai + 2a,a4CO8c  a$, 
这 是 一 个 周期 为 2 的 周期 函数 。 
例 4.18 信号 分 析 中 ,沿用 复数 形式 来 事 了 基 信号。 所 以 考 R 
SUPE ROL BE ARM. SPOPGRIDELO M 
AX CD =g erteler 
Eh OW 是 有 概率 密度 fwy(wq) 的 随机 变量 ,a 为 常数 。 容 易 验 证 ， 
REJER RGO 为 
Ri) =g" ffr e^ "* da. 


由 Wiener-Khintchine 公式 知 其 谱 密 度 为 
S (t) = 2za^f y (a), 

这 一 公式 在 物理 中 有 一 有 趣 的 应 用 .考虑 Doppler 效应 。 设 
— PRU oH RPh. EUERE oho Res. 
发 射 信号 为 ez” ， 位 于 原点 日 的 护 受 器 拉 受到 药 依 号 为 

8 二 l 

3xJL ante EMOR PAER, o ERREZ, Meon 5 
为 

SA = ag" = wir, PE Tottoi t. 
车 以 flv) XEGR (GE HEGEOGEOE. HWA eW E GA OW- 
co (1 — 7/6) BNA WI. EIAS SS BE ER ELO 
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foo) = £1 (1-2) ]. 
Pt BO LH EAE 
2zaG* 
So) = 2726 g [(1- 2 |. 

An dedo ES o REAR MA he, ERDRE R 
不 过 此 时 2 表示 速度 在 s 输 上 的 分 量 。 | 

SERRE o- 0, WM Ste) = 2ra lo- onos MRR BSA 
的 信号 s C2) BIH Ee ee EE 4.5 BUR. 


图 4.5 

Wiener-khintchine A AR LES EPR th Jy 25 HW 
数 的 Fourier 变换 问题 。 出 这 自然 会 想到 平稳 过 程 本 上 身 是 否 加 以 
fe Fourier 变换 ? 4 4.6 GHAR BLA, WED 
的 三 角 和 是 平稳 的 。 Rk, DRY BNR XAT, We 
Ty FE Fourier 2. 

X@)= Levels 
Xx JL 
Cn = 让 | ZDen dt tg = 2x/T, 


Bil tes 人 15,0.1j 是 一 列 两 两 不 相关 的 生机 4E T. 斯 
果 平 稳 过 程 X 没有 周期 ， 仍 有 某 种 形式 的 Fourter 变 换 , 但 需要 
有 更 多 的 数学 工具 才能 处 理 这 一 问题 。 我 们 不 再 详细 讨论 了 。 
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4.4 平稳 序列 的 预报 


平稳 过 程 研 究 的 另 一 重要 课题 是 预报 问题 。 即 在 已 知 时 刻 # 
之 前 过 程 取 值 的 条 件 下 ， 如 何 来 预报 〈 又 称 预测 ) 过 程 在 将 来 的 
值 。 预报 问题 在 实际 问题 中 有 非常 广泛 的 应 用 。 例 如 铁道 部 门 经 
第 要 预报 下 一 个 春节 期 间 的 客流 量 以 恒安 排 好 春运 工作 ， 气 象 部 
门 要 预报 降水 量 以 便 更 好 地 安排 各 好 的 工农 业 生 产 ， 工 亚 百 动 生 ， 
产 线 上 要 利用 预报 来 进行 自动 控制 ， 市 场 要 预报 产品 的 需求 
diee. ATHRMG LAD RM, PAM, 我们 仅 
ALE F ak FES A TSHR [9] 。 


4.4.1 — MAREL 


WX SARK RW KAER, Her BRAN, TH 
来 才 会 被 观察 到 。 现 在 要 求 预报 x BU4H. RP GRE Xo Ae 
Wo HX- ERRERA, 要 求 在 某 种 意义 下 预报 误差 越 小 
R. MARA "UT à? 一 般 X — Ê EIEE., Ale 
须 在 平均 的 意义 下 使 X- ÊRI- 六 的 某 个 函数 越 小 越 好 。 不 
管 我 们 如 何 选择 误差 画 数 ， 一 个 合理 的 假设 是 当 误 荔 为 零 时 它 应 
最 小 而 当 误 差 偏离 零 时 它 应 随 之 增加 。 这 上 儿 我 们 采用 HARB 
ECX- X)? 来 衡量 预报 误差 , 即 在 均 方 意义 下 ， 便 预报 误差 达 到 
最 小 。 采 用 均 方 误差 主要 有 二 个 原因 。 一 是 如 果 预 报 光 方 误差 越 
小 ， 则 预报 这 正确 ， 反 之 则 预报 可 能 会 产生 较 大 的 误差 二 是 在 
数学 上 人 恒 手 处 理 ， 在 此 准 网 下 我 们 的 预测 理论 能 在 许多 特别 有 用 
的 场合 中 导出 最 住 预 值 的 明确 的 次 迷 式 ， 

AnSU& fuir 全 ,使 E(X- E? KBB), We E Xx Oe 
小 均 方 误差 预报 . 

我 们 的 问题 是 找 出 这 样 一 个 预报 ， 使 在 一 切花 许 的 纠 报 中 有 
Rep AR. Wik, WNBA WIS TRE a did 
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一 般 熏 的 形式 由 试验 的 知识 式 可 能 的 世上 的 分 布 画 数 的 知识 来 v 
ce. FAR oC AS SCIP A SRR. 

4.19 设 某 次 试验 的 一 个 结果 为 于， RKE Y FA 
3005, Het 王 没 有 进一步 的 信息 。 则 在 均 方 误 莽 最 小 的 意义 
下 对 X HRW Lan BsPOXGROt— HH AA up 
用 ， 故 把 预报 空间 oF 取 为 所 有 的 实数 集合 。 我 们 可 以 选取 尾 一 
实数 & 作为 对 X WHI. BR 全 =g， 这 时 
OEOX- B)*= ELC w+- $03 

-E(X-u?*-2EC(CX — wW) lu~ eB f£». 
由 于 =a, KE- D?ar, EO lu- D 
= (u- DEX- w=0, PERA E- 由 2= o3， 我 们 有 
ECX — 2)?= 07+ lp- 2, 
由 此 立 知 当 P= pee) MER X 没有 进一步 信息 
可 用 时 , 鸡 随 和 机 变量 X 的 最 小 均 方 误差 预报 是 它 的 均值 j= BX, 

例 4.20 现 设 全 和 了 为 有 有 限 方差 和 已 知 联合 分 布 的 西 个 
HEILER., BERRY 的 观察 值 来 预报 X. DPT E [e 4E 
产 中 经 常见 到 ， 如 和 根据 已 知 的 锦 样 品 的 硬度 来 预报 它 的 强度 ， 根 
指 有 随机 误差 的 测量 值 恕 压力。 温度 等 物理 量 来 预报 它 的 真 值 等 
等 。 

我 们 假定 了 基 可 观察 的 ,而 对 X 没有 进一步 的 信息 ( 指 没有 

WKS hp BASH B. RRA HP 
的 亢 数 入 = 7 了 ) 作 为 互 的 预报 ， 即 预报 空间 = fmf 
为 任 一 函数 县 Varc f£) oo]. 

(MBA Y - y 后 ， 我 们 可 以 得 到 最 小 均 方 误差 预报 是 在 
Yay FX WARE jr r= EXIF), DEHA 

E(X- £)- BOX - up + 2EQX -ur r) luxi- X) 

+ EGu,r-— $5, 
Ir bit ay 8a AX» HEE 
EIX- Hajr) [Y1- BCXIY)O - irir 
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= bby y Arr” Or 


故 
ECX- ip y) Usxir 7 2) 
= Fy{ BUCY pry) ltr- XIV} 
= 再 rr 一 X)EUCX — Hrn [¥]} 
=0, 

m i48 


EX- $) R(X -ur + El- urr)" 
当 P= BCX TY) at Eh MA. 

84.21 Y-E(CGC[YOIUW A8 X AY 联合 分 布 的 全 部 
知识 。 即 使 可 以 利用 这 一 知识 这 一 公式 也 往往 由 于 太 笑 六 而 得 
不 出 实际 结果 ， 此 外， 在 平稳 过 程 的 研究 中 我 们 仪 假定 过 程 有 二 
阶 症 ,而 没有 进一步 关于 联合 分 布 的 知识 ， AME RAH HR. 
理论 ， 在 仅 知 道 前 二 阶 秆 的 情况 下 也 能 导出 简单 的 预报 公式 ， 方 
纹 之 一 是 线性 预报 . 设 X. Ha A ER ter p EY 和 方差 PERT EP E 
DERFRA oxy = ECX— pr) 《了 ~ wy). RHR OY BGR 
只 能 是 了 的 线性 函数 , 即 € -a-bY wes B= 94 CY 一 Ar) 
这 种 形式 ,这儿 a MOE. AT RMR fi 4.20 
小 ， 帮 最 余 算 得 的 最 小 去 方 预报 误差 不 可 能 比 铺 4.20 中 算得 的 更 . 
小 ， 完 全 可 能 要 天 一 点 。 但 由 此 得 到 的 线性 预报 公式 是 简单 的 。 
我 们 正面 证 明 最 佳 系数 可 以 不 用 联合 分 布 知 识 ， 而 只 用 给 定 的 扼 
知识 来 确定 , 且 达 根 独 六 的 最 佳 线 性 预报 沪 

全 Ar AY lay), 


下 面 来 证 明 这 一 公式 。 9 Ê 为 任 一 线性 预报 。 MEW 
= {a+ bU — up)? 0,5 为 实数 }。 注 意 到 x -£ i T x RTE 
mR, d 2+*-Les0e, H 

Rt Paw + HV ur), 
Jtr a’ = ur- d, b= Corr/or)- b. A, RAT 
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E(OCc-E£)-E(u-É£'e.2EgOE- Bt) (P*- B®) 
TEC(CÉ*- y. 
我 们 仍然 可 算得 上 式 右 边 的 交 玉 项 为 零 。 确实 ，。 
E(x-E£95(-4$ 


= E (ax- wy) - Zary- up ja + bY - uy) 3] 
=a! E| X-u- ZFT- pr) | 

+ OB] X- a0 - ur) - ZEY pe? ] 
=0+b (orr - 9210) 0, 


ER t | 
E(X—-2)'= BCX - 2*)9+ BCL - H, 
x P= Kw, 上 式 在 一 切线 性 预报 中 到 最 小 信 ， i x 是 所 述 
的 线性 最 小 均 方 误差 预报 ， 

有 一 种 重要 的 特殊 情况 ,此 时 由 例 4.21 算得 的 再 报 就 等 于 由 
REM BARES 4.20 中 算得 的 预报 ,这 就 是 和 了 有 联合 正 态 


分 布 。 由 1.2 TARI, wae Y —y PX BUR 
gfe ， 


E(X|Y=y)= ux £0 - uy). 
. Y 


注意 到 这 个 最 佳 的 预报 关于 yy 是 线性 的 。 E E i RAX AY 
有 联合 正 态 分 布 ， 则 给 定 闻 HX 的 最 小 均 方 误差 预报 事实 上 就 
是 线性 最 小 均 方 误差 预报 。 

在 这 些 例 子 中 ， 为 证 阴 给 定 的 预报 2° 是 量 优 的 关键 是 证 
明 交 叉 乘 积 项 的 期 望 E- ROCÉ*- DHE. RNIB 上 
述 推理 总 结 为 关于 最 小 均 方 误差 预报 的 预报 定理， 

定理 4.5 设 王 为 有 有 限 二 阶 矩 的 随机 变量 。. 奖 为 允许 MH. 
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预报 SAP She Ble = (BL Rol, Blow ETA 
RFMD, 47, 和 是, EX pt. a WES, 
Wok, + PE XH — tr ftiFEg, Maki PLE 2. Dp 
报 2° 有 最 小 均 方 误差 当 且 仅 当 对 每 个 预报 UE 和， 有 
ELX- $*)U3- 0. (4.42) 
此 时 我 们 称 L* 为 最 小 均 方 误差 预报 dun ETE. 
证 明 见 附录 A. | 
定理 4.5 AP ALE. RAE A IE RM 
中 ， 可 以 定义 内 积 。 跑 个 向 量 相互 重 直 当 且 仅 尖 它们 的 内 积 为 
HS -AHR amen —A4JETGSUD BD e RE E i 
BEA, MH of? DRAMAS. Ti 把 
ECQXY SS AMTMPLE RX 40 Y WAR. MR moxYO-0. 
则 称 随机 变量 X AY “SL”, He EE PE a SUE 
BH, MARKIJA EEA”, SRM EK IG). TE 
MLE HE 5 — HERE PLE EE BU 4E PR PE BSE EK ee 
SLASH RAE ADA LE SSE. FE PME, EB 4.5 g 
EMEP 是 王 在 预报 空间 .次 上 的 报 
b DHT RE TUR, WI- Et 与 空间 光政 
2-8, EE Ep, BRU LBs 等 Yr 
于 REZA EHRE. HEE 


/ z. Bb 4.5 又 称 为 授 影 定理 。 图 4.6 du 
出 几何 直观 ， 


图 4.6 证 明 在 子 空间 在 最 小 均 方 误差 预报 中 ， 如 采 把 立 d 
cuum xta xo ZRET of 中 随机 亚丁 ti ARIS. 

的 主要 条 件 是 三 -~ 并 与 则 记得 到 的 预报 称 为 线性 最 小 SIT TR 

eo A ARES Hi, APARER. 一般 记 为 

RX). WR RARE Xi FEM PROC 

= (a, X. cbe X. Gets 6, 为 任意 实数 }。 iu BB EL at Y 

= CAs» ae | X, Y' AYRE» 则 预报 RX | of) zi 写 HA 
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x 










ÉOX|HYO. 。 对 晨 有 限 维 欧 氏 空间 中 向 量 投影 的 才 达 式 ， 我 们 可 以 
得 到 线性 最 佳 预 报 的 明显 表达 形式 ， 

BCX |¥) = BX + Cov(¥,¥) (Var (¥)) (Y! - FY. 

(4.43) 

《推导 见 附录 ID. 

现在 我 们 用 定理 4.5 的 准则 再 次 推出 例 4.21 中 的 最 佳 预报 。 
AT XRAY Hea, RY. 4.43 知 

ECX|Y) = EX - Cov X ,YO(CVarF) (Y - EY) 


= ur + tY - BY), 


z 
er 


4.4.2 平时 序列 的 预报 


设 {下 ss 三 一 01} 为 一 平稳 序列 。 在 时 刻 n RNE 
FRX 的 值 ， 这 称 为 了 步 预 报 。 在 实际 中 ， 到 时 刻 m 为 下 只 能 获 
得 有 限 个 数据 ， 不 妨 设 为 Kis ts Xy 我 们 考虑 Xv 的 线性 最 
佳 预报 (这 意味 着 这 种 预报 只 能 是 Xj o Xa RHA). 
为 说 明 它 由 数据 Xie es X.18 到 ， 记 为 X pritars FH (4.432, 
得 

Basi ay = EX. + CovOX, Kaw 
* (Var (Faa) ! CF; ~ EY 4), (4.44) 
其 中 了 = (Zi 到。 假如 我 们 得 到 一 个 新 数据 REX LABS X2 
eA. 并 用 Aari sA nsimi X PE EER FE HHR si Lasts ate 
BR, 4n KN, MRAM 4.44) 不 断 变化 。 除 非 能 找到 递 排 
公式 并 使 用 计算 所 ,否则 是 很 难 作 预报 的 。 

HF Rea nu E "n 的 变化 不 构成 n fr E XR PS y) $ Er bg 之 WY 
4p ER. RAR RAS RRR AR TAA rin Be 
x Lui. 

为 了 克服 上 述 非 平稳 预报 的 缺点 ， 我 们 仿 设 在 诗 刻 知道 了 
Xnr Xeie … 直 至 -oo 的 全 部 数据 并 用 这 无 穷 个 数据 来 预报 


its 


Xa. KES NBR. LETEN. PR Rip 
Farines 简 记 为 Xl. MR, 在 实际 中 ， 我 们 不 可 能 得 到 从 
- cos n 的 全 部 数据 ， 那 未 如 何 来 实现 预报 呢 ? 在 以 后 的 预报 公 
式 中 可 以 看 到 ， 即 使 数据 从 XI, AB ARORA et Al ond 3 
大 ， 则 在 预报 公式 中 ， 零 时 刻 以 前 的 数据 实际 上 对 预报 值 已 不 巷 
什么 作用 。 因 而 可 以 较 随 意 地 取 值 ,比如 说 都 可 以 取 作 0。 这 样 就 
归结 为 知道 从 一 ee 到 全 部 数据 这 种 情况 。 下 面 介绍 最 党 多 的 自 
BISA RAMA EYRE MARR EMR. 

1. 自 回 归 模 型 的 线性 最 佳 预报 

E. AEST iR ;我 们 总 假定 fen pS eg rn 1,0,1,:)H£15(8 50, 
FHA PM SAA, of, 表示 由 (eu, bn} 所 生成 的 线性 
2x i9) n IPIE ZO BLAUE er n 的 线性 组 合 。 

BHRIAN CE n= o, 1,0,1:- HIE 





An=aXna tine n= p l;le (4.45) 
. 8823 EE 17 A91 
Ag 了 es (4.48) 
k= 
EXa= 0, cf-EXi- 这 
Covi Xn: Yasin) = 00E, (4.47). 


Mita, nee. 10 1) 为 平稳 序列 , 称 为 一 阶 月 回归 模型 
(Autoregressive Model) ， 记 为 ARG). XT X, Bg dE S A 
有 男 一 种 算 子 推导 法 。 设 x 表示 一 种 线性 后 移 算 子 。 它 对 任 一 序 
Fil {7.9 = .—101,0,1,7- SF AMT: 
Tn 7 Tine 

Phn = CLN) = Zna = Na-ta 
AmA H k=l,’ A 

zh, = a1 (ag) = 各 a 
此 外 ， 还 成 立 

(az! + bz, = az nu be'n, 人 人 十 


ild 


Hid ’- II 为 慢 等 算 子 ， 则 人. 4) 可 写 为 


An ALA nT En 
或 (1— at) X47 Ens 
形式 上 可 得 到 
X47 (1— az) tg, = S atz en = Slateng (4.48) 
k—i r= 


即 闻 样 得 到 下, 的 表达 式 (4.45)。 可 以 证 明 只 要 (4.48) 最 右边 级 
Brie ae GE AFT SE), MEA (4.48) BAB. Bre, AA 


Ws, i B( Slate,» ) = Xa, TEAR al <1 就 能 保证 级 


BD a WO, ARC) AEE BN 
l-e 
1 一 2pCQso + p?" 


更 讨论 4R(1) 的 1 步 线 性 最 佳 预 报 。 由 (4.46)，。 
Ant > a* Éni-k 


S'la) = 


= CT T Ggs41—1 hosts talenan) + a 2 O Ene (4 .49) 
k-- 


由 于 {feey 妇 = 一，…， 一 二 人 1 -} ARE, Bri Entis "55 Ennai 
BEíe,.ben)ibaE, 从 而 与 光正 交 ， He, HX, MX. 的 线性 
We, Prod CXL, bum) 生成 的 预报 空间 Bor. 相间 。 因 此 

A uaa 本 以 作为 两 部 ;分 。 第 一 UA. art Entr- tt a len 
XN 正 交 ， 第 二 部 分 dD abe, E P, PINAR, 这 种 分 
解 称 为 Wold 分 解 。 因 此 由 定理 4.5 An X... 的 线性 最 佳 预报 应 
E Yen EP, LMWH, BO 

$$ en. e Ens = OX ne 
Hi¢4.46) HE UR XS 


AX nei A ec n7 Beant Ante cec ETT (4.50) 





POL nern)? = Sato? = lzer a= (1-a 6%, 
由 上 和 式 知 ， 当 了 充分 大 时 。 ARCO) LIP TAE 3E; ELI A 
序列 本 身 的 方差 差 不 包 ， 
例 4.22 在 某 个 计算 机 的 固定 程序 由， 包括 如 下 简单 -友人 和 代 
计算 
Un = ayna lal «1 (4.51) 
由 于 计算 机 的 字 长 有 限 ,每 次 计算 4.51) 式 时 都 会 有 舍 人 误差 。 
车 以 志和 yy 分别 表 示 计 算 机 的 计算 值 和 真实 值 , RAH m. 
= yi S. 就 是 一 个 误差 序列 ,我 们 米 分 析 它 的 变化 规律 。 设 在 计 
算 只 时 产生 的 食 入 误差 为 co MHR AA 
Y= ast Ens (4.52) 
其 中 ayn dean a 5 yii WH SE SRB H TELE BA IR XX Ene 
PTE ASDA. RE 4.51.52) HARA 
Una = aT. a fas 
HB AXE (—0.5,0.5) ZI 051228 , Ale.) BS 两 
不 相关 ， 所 以 计算 误差 序列 满足 ARORA, Be a= 0.8 fE R 
22 AY 62D RR ERR 25. 
E EF e 服从 (一 0.5,0,5) 上 的 均 名 分布， 故 
at= 1/12, of= /tl ~ ee) = 25/108, 
由 此 知 
arn = a = 0.8 Xn 
E(X agil X35 25(1 =0.8%) /108, 
WER X= 107, WERE MN 0.08 , 均 方 差 为 9.290 EHE 
一 步 预报 ， 则 $5,-0.064, 1975358 0.370. 
模型 44.45) 可 以 进一步 推广 如 下 ， 芳 随 宙 序 FY CX, R=? 
—1,0,1,°""} i AL 
A QT Anat ar X oat on b apu n t Env 
nce, —1,0,1,7. (4.33) 
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| 
/ 
/ 
WW x.) OA p BUB EHEN, iD AR. MR, Ae z 
记 后 移 算 子 ， 则 (4 .53)? 可 改写 为 
Cl oz agt L oe ap AX p= Enn (4.54) 
EAE, (4.54) H ELS S 
X,7 (1—-a2-:-—a27) Ena 


如 条 多 项 式 1 一 zs 一 … 一 ovz? HAE ep m,mNG-az-ce8 
-a 1 可 以 展 成 z AKARAN d D , 记 为 上 (2) = Be ， 


Bo= 1。 则 同 祥 可 以 从 数学 上 严格 证 明 (4.54) 可 以 写成 如 下 形 
x. 


X,7 d Gen o Di Batten = 23 Been, (4.55) 
出 此 不 难得 到 
EX,-0, EXi-2 Bto", 


Cov X, X 4) =o? È Fils. (4.56) 


从 而 AGO 也 是 平稳 序列 。 现 考虑 其 线 狂 最 从 预 报 。 辐 p= 118 
BUE, Ad Xaskh<n)} PRES H (ou, hn AE ZR 
性 空间 of, 相同。 而 Xa = CX tee + apna) teense 其 中 
esn H 207, HEEL» Wl aX ate t apă nano E E n PRR, BM 
HEM 4.5 得 一 步 预报 为 
(Xam aX. ap X sacs, (4.57) 
其 预报 误差 为 AX nal = Ëun = ene? A 
ELX sa Bon ap) T Eemu,’ 

ATE FHR, HEM 4.0 也 可 以 推出 

Ratia 0 Antri + aa 用。 aa 二 sont aya, pm. — (4.58) 
PRL XE GR, Emap, WM Y.L2 2. 就 是 X... XX 
是 因为 Xa» EO. , REBRE AE. 

M (4.58) UL CUBE Hl H AR DAM, ERA) n cie ES 


PET 


少 步 预报 ， 1 AB AnA naits a-y 这 oth BED RE 
对 预报 已 不 起 作用 ， 
关于 预报 误差 由 (4.55)， 
X= 加 Bits i-a 
因此 Kae EW X. OC, EEE. WA 
rrin = 21 Brrren-s (4.595 


WAS (4.58) 并 不 矛盾 ， FURGREGEXNJEGACRIMNI DS. H (4.592 
Be 4 55) 95 


1-1 
— Xd 
Anti” 有 一 名 ent 


EX uai X eva) = gio, (4.60) 
例 4.23 考虑 如 图 带 反馈 的 线性 滤波 器 ， 此 渡 波 器 表示 先 把 
m- G 放大 -a 倍 的 前 一 时 刻 的 输出 和 放 


X- B 倍 的 前 二 时 刻 的 输出 全 加 ， 
然后 再 和 + 时 刻 的 脉冲 Fy A es HB 
加 以 得 出 在 tt 时 刻 的 输出 。 即 
有 = ali Ya 
—£&—aX,-i— B.X,- s. 
Ei 4.7 由 于 输出 反馈 到 输入 端 ， 因 此 在 
每 一 时 刻 的 输入 对 今后 的 影响 将 持续 下 去 。 这 是 一 个 4R(2) 


BUS. Guta--1, B+, (RMR, 方差 为 1 的 白 唱 





AESI REŽ nm 时 的 协 方差 函数 发 ! 步 预 报 。 
Mop inet lS WH 657 ,在 单位 加 外 。 故 若 > 


be 
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ri wr et | 


(ed) Gide cg) 


= Lẹ jpk L Fiy X efeit re yA 
7-52. (b b 22 2 ($e z 


Et 


- _* - 
T3255 sin) ER Bat. 
k-u k= 


sp CA.56) 
z ak te. mk. mA) 
RA) = D Brlan = 2 72 sinsin- 
Fen PET: 4 4 
= .omafon th, leas 
| s 2 (i 5 eet). 
由 (4 .58) 式 ,我 们 得 
$us 一 i=- 1, (4.60) | 


这 是 一 个 差分 方程 。 设 5, 了 是 1- <+ Do URDU, NU Sue, 可 
BA 
Éan = eb ted s” -1, 
共 中 常数 e, 和 ca 由 于 列 方 程 组 确定 ， 
Cy + cg= X 
cbt TPED CEP 


解 此 方程 组 得 cl = xt te, wei tx, ~ 2x04. 
i 


Beas 472 Cost ln 一 2-*X, sin ta » ize, 
WHS, WR MUIR BT 0. 

984.24 在 关于 太阳 黑子 年 平均 数 ， 全 国 铁路 客 流量 , EM 
长 和 直达 误差 特性 的 鉴定 问题 以 及 惯性 陀 蛇 的 随机 疹 移 等 方 乒 向 的 研 


SP 48(2) 模 型 来 描述 。 今 以 女足 雷达 误差 特性 的 鉴定 问 
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ae art m dom tae i 1 


BAA. RAPER ERR RA, BAR ERR S 
bt RSS Ke E. WT BIA. SSCA ER Kira 
ap CS), Ta RATS. BP ae ARR fa bd FR 
BOG), WA 0CO 07:00 ff gt)。 现 等 则 也 采样 ， 得 到 三 列 数 
Bei Drbe R= 1:25), HP D,— DURA)» OL, = OER), Pa 
=plkà) h AFB. GEA HEAR Se es AUT 
经 纬 仪 星象 设备 ) 现 济 问 一 日 标 in EZA 的 坐标 序 
3j. i Dives Park = 12,75, 这 些 量 相 对 于 D, B. al Pa Td 
A o AY LAG DUE TE EL ES Be PL ee SEPA AD, = Ds- Dis 
A8,- 0,— 0j, Ap, Pe pi ao Date BIAS It E RE 时 的 
测量 误差 序列 。 根 据 大 量 的 数据 分 析 姥 果 表 了 明 ， 在 调 达 跨 踪 同一 
室 域 的 飞行 日 标 时 ， 其 跟踪 误差 序列 ADL,,A0,,Ap,, B= 1,2, 
都 可 以 近似 地 用 4R(2) 模 型 来 描述 。 只 不 过 每 个 模型 对 应 的 参 
数 有 所 不 问 轩 了 ， 

iJa» 我 们 还 应 注意 到 ， AIR {ey et = ar 7 1,0,1:- 2 E E 
AE, HUNE 2... RA IESEELAE Et, HRR Xare 
- Rus 也 是 一 个 正 态 抠 机 变量 ， 这 在 作 进 一 步 的 分 析 中 是 有 用 
的 。 

2. PA E SB a pU 

河 随 机 序列 {X ema 3,0,1, HB 

X a= en— Biba Ban sy MH ea 1,0,1,7. (4.61) 
W CX.) $529 g 阶 滑动 平均 模型 , 记 为 半 4C9) (MAE moving 

r 一 一 一 一 一 一 一 一 + average 的 缩写 ) 。 

al | x, 第 一 节 中 全 4.7 证 明了 滑 





IPIE VE Pa. 
例 4.25 考虑 如 图 4.8 所 
Lae ee iÁ J AR ADR PERE EE. RRA e. 
-7 和 和 前 一 时 刻 脉 施 输 入 2,2 XE 
Bde. 0 0 XA ARIAT ARIA X, Sith. 
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图 中 Z 表示 信和 号 的 一 步 延 退 环节 ， 即 信号 在 了 时刻 # 的 输出 是 + 一 1 
RAAHE. MATERE. MA 
X,— £8 7 Bet_1n 
RIL RETA., 这 是 一 个 于 4(1) 模 型 ， 
为 了 讨论 MA) 的 预报 公式 ,我 们 情 用 前 已 用 过 的 后 移 算 子 
记号 z。(4.61) 可 改写 为 
X a= (i Bat e Bz epe (4.62) 
AA 19, BERKEM 4.5 AMR 。= 0。 当 79 时， 由 于 
ej ABE, RRNA 
Ras n= — Bue, — — Babnega (4.63) 
但 由 于 {ze,} 不 是 数据 ,因此 不 侄 直接 使 用 上 式 预 报 。 GA 1- Bx 
一 … 一 有 sz 的 根 都 在 单位 加 外 ,利用 后 移 算 子 a .862 可 改写 为 


#5 = (1— Biz— e B4 1X, 
=>} ag X,= 5) tha X p- ee (4.64) 
k-0 k—ü 


Rpa EO- Bur — Bo 二 的 等 级 数 展开 ,ao= 1。 (4.84) 


也 称 为 无 穷 防 自 回归 模型 。 由 此 知 滑动 平均 模型 可 以 写成 无 穷 阶 
自 回归 的 形成 。 首先 讨 论 一 步 预报 - Hb, RNA 


全 ni 二 一 Dg ed nkr *£sas 
t=] 


其 中 一 避 a Ka an WX Rn BEA, BELLE ot^. rb 的 
7G 3s ;而 Enl 与 Wa EZ, 所 以 由 定理 4,8 有 
fasc -EXe.aa. (4.65) 


EG Êa)? Eehua = a". 


关于 多 步 预报 ， Lo AWE, Losin VOTRA A.s 
kan BRAE, B 


Ls 一 Sai? X eaae (4.65) 
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及 一 方面 ， 由 (4.64)》， 
X. ~ Bas X rers DaX eee tne (4.673 | 

由 定理 4.5, Rass E Xn TO, LM. 而 在 (4.6000, 
-E Xna 是 3. 中 的 元 素 ， 因此 Xn EH, 上 的 投影 为 


Risin = ~ (4.68) 
EATE HHEH S JEA, RE= 1 递 推 得 出 预 托 Sunes 
Pasas ce JB. (41.68). 代入 (4.68) CRA EH EUR l- ls 
-Fe 2p" pl1)s 然后 比较 两 边 Aay 前 的 系数 ， 得 

ai? = asi Saal, I1. (4.69) 
HAREA, EH 1-1 Bb al, RAC 4.6570), XE TERR al’, I 
2,9, ;再 代入 (4.66)， 得 Racine 122,8, 

上 面 的 预报 要 求 我 们 有 无 穷 个 数据 ， 伍 实际 中 只 能 得 到 有 搬 
个 ,如 何 解决 这 一 矛盾 ?由 (4.64), 由 ax IVE IID jal coN 
面 kco Rf, «a0, REWE {X ARAETA AEP, 
则 只 要 中 充分 大 ，- .总 Xone 就 很 小 ， 从 而 对 Pran 的 影响 
也 就 不 大 。 通 稍 可 取 为 和， 这 一 点 已 在 本 节 开 始 时 束 忆 说明。 

至 于 了 步 预 报 的 误差 方差 ， 由 (4.67) 和 14.68) 4 te m 43 


Mui c Ë artin = Enti B18n+t-1 — "= BBnns 
EX nr sn) = (lt Bit + ya。 (4.70) 
Bi 4.26. i£ X,=e,- ent 0-2le,-2 KX, BER TET [E RC 
报 坟 及 预报 误差 方差 ,其 中 e? 假定 已 知 。 
解 4 Biz) = 1-44+0.212?= (1-0.322(1—0.72, 


-į - 3... ol . = i NENNEN _ 3 
BO) = Saar i-o 41-072 170.37) 


=$ 2510.7- (0.3)* ]:*, 
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H (4.64) 
a= 2-6000.7)*9- (0.339, bel 
由 (4.59) RAITI 
el eau ap, 7 0.25(7 * (0.821 800.70), E21, 
Qn Be RPS AREY 0.05, WKAR 0 Xm T, Ww 
BAO 个 数据 ， 就 本 以 开始 预报 。 


Mastin = - ParX n-a 2302, st (0. 39" !'— (6, 7) Aa oat 
k-! 


2a. Si Xan 020. nire. 7)* 7(0,8) 1X a s. 
$0479. 052, 
一 步 预 报 误差 方差 为 rr。 二 步 预 报 误差 出 (4 .70) 知 为 
(11422 202. 
自 回归 模型 和 滑动 平 其 模型 的 进一步 推广 是 所 谓 的 混 含 外 加 
归 一 一 滑动 平均 槛 型。 其 一 般 形 式 为 | 
X a; Xaoam Er Berni "~ Bangs (4.712 
4-5. 1,0,1,:7 l 
its 4RH4(pP,2)。 如 用 前 面 多 次 使 用 的 技 称 算 子 ,可 以 把 
(4.7 D PR | 
pX a Oe, mateo 1,0,1.77, (4.72) 
其 中 
Q(z)-1l-ez-:'-—mU, 
b(z2)-1- 8412—-c5 — Baz’, 
WE p(o dz qn pr. M p Ca) HEAR BRIS SEERA 
从 而 形式 上 {4.72} 可 以 记 为 


X,- pce È Vasten = Eyer (OIM 
mit bur a IE po REPERA MA, (4.73) 
oh 858 KY FH eris 


EX,=0, EXi- Aw, 
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Cov X Xu) = 3 = Y EY uon. 


IL HA TIS (ALT p) REAP ES IU. 用 定理 4.5 th CAS FS X, 曲线 性 
段 伟 预 报 。 | 

^C FAM RUE EEEREN FATET, JENERA 
"EE: ih ERREN W R ROS BLU n E Erana P, 
f MM KRY XQ, nakna UD SERIA) BE 5 A N 

这 称 为 内 插 。 第 二 个 问题 是 在 实际 中 我 们 得 到 的 观测 值 A 
ARES sa FOS e, PBB AE BIT, Nn at Enr ^ 
= 根据 rn 时 刻 之 前 的 观测 数据 序列 {入 让 三} 
HMA ES e, Het OR Ra ES s. BAER, Stee 
ferrea diem TR Ps ad a oe TZ 
Ae x STA RUA TERT RS A Ab FD OR R. mop Bm, 
不 能 作 进 一 步 的 过 论 了 ， 

xx JL Fro HERES HAR eL RR Aere dg p] B SERE ETT E. fx Br RS 
A, 对 下 稳 过 程 , 既 可 在 时 间 域 范围 内 研究 ， 世 可 在 频率 域 范围 内 
研究 ， 这 本 看 具体 向 题 来 确定 。 因 些 记 自 然 会 起 到 在 频率 域 范围 
内 对 频 详 的 佑 计 问 题 。 这 些 问题 统称 谱 务 析 ， 读 考 对 这 方面 感 兴 
趣 的 话 ， 可 以 参阅 有 关 时 间 序 列 欧 书籍 。 


4 2 Ww 


VAT to RR ATM RE : 83R AG E, 一 ADEL HER Cd 
MGT ABH PAE. 

1. iX Cf) = ginUt, 3x JL U 5 (0,2m) baggy jp 

(a) Sts Leder EAX M r] peA GP mA 
Po ER it AE , 

(b) i £CLO, co), E CX QOD,IZ 0} MN PF HR nd 
Fa REL AL 
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a. Heo YR oO Osl sf FF] EIA TTP PEPEES. 
é= 1,2,°° 9 | 
Xj -X.- X. 
AYAVOXW 


EB uy ct A Fy eRe n. 


n 


3. EN, = yo 2cos(ag,n- TD 这儿 gi 和 fi 为 正常 
kel 


Bi, k—1, ce, NS. Uyak CO, ?=) 上 独立 均 刁 分 市 随 袖 变 
X. X-HXSa- OLEI: JE Pamper, 

4. dE deh let yn An NE Ex Qi. ÅS n2, "s 
nant, 试问 A. 以 及 A, TMS RA EA RU + 8 
I - 

Za)= 3 A, eoe 
—^ Bab Page it az, B 

5. [Xap WH 1,20) £—50d x P noy MmLEXS P. 
PCY, 和 --]s1-p,nz1,2,"4 So=0,8,= CX; 
Be PO n,nczi1,2,9«- EMRAH S m 1,2,"-) OR 
BG ded EGR, En Up fo ab [RC ek Hj? 


TLC!) kop RR ILE, HX MCN, KHOR, 
HARARE HL XO ORME, xxt) = AO 


T. EIX) AMPH, HEA Ree RRM Ro). 
= do 7", ¢2Z()=Xt+1), WG)=XG-1), 

(i 未 ECGZGOOW iD ECZ W (OO, 

Gi E ZOHRA RY J DAPDI 

(D E Zs WWOGSX SES Serato). 

8. IX LX GO -£€ R) 5 — AE EBD veg FUB TEAMS dE 
Mine, 证 明 1 了 (站 = 至 (4 一 8) ER GAAP PA E. 


i2» 





km, eM Seen X. 
9. GR LX QD L0 A} ROS RAE EM ELE Ye 
CT. FOODS 1, NGO - 1, BRO, EMF, E 
R) A PPR, 4eGiüi—cb duo LXER ASME 
过 程 ， GEAR Ry) $ aresin( Be CO iR, iC) A 
oT 


1 
t 


RR, REEN POCO DXO)0)- 9 uL 其 中 sing 
= Aen /R, 0), 
16. HLT) 下 一 个 复 人 项 平稳 过 程 。 证 明 
E YX(Qt-v2)- XGO)|?2 2Ret AO) — Ai), 
il. 3E [X OO) APR AMA, MSA OG Hox ROG. 
证 明 
, = + ` 
PONE Sa) = oC. aeg) 
EP OC OMRAEAD AHA, 

12. {A G) 为 连续 宽 平 稳 过 程 ， imh, OH dh 
A RED =se" g, rE R,a>0,b>0, eee 4 T0, oF 
-qu XOods, ie EY = on NA mt Xd HOA 

Var (X) = Za (OP) 3— (01) *(1— en]. 
提示 ;在 上 述 订 件 下 ,期 型 中 与 积分 号 可 以 交换。 

13. SU (X (GO ARB, EXE ne FREON 
fe. MER KO CH) Fit FE, 

ar, FINDA EGER, 

14. 证 明定 理 4.1 PRP a Oe E 
"B. 用 Schwarz T A, 

18. 4e CX. 4 3X. X0 M] GA 0 89 3X ure AS eR o. 
MO EXS Xaya Cov CFE, Wa) Cov(X., Xo -CovcX,, 
X Cova V4 t Cov E XO Covi Xa Xal. HRA iE ER 


了 立户 


AU 4.3, 
16. RX DIAREE, HMPRE ERA 
F(a)={ 2g » vael, 
0， 其 他 。 
tT Amr AE Xoo Xue edn FR (0—X.411] LHASA, 
= 0,1,2,-, 证 明 {Xt = Oe ly 189 35 4808 38 TE 

17. i& {snn = 0,-E1,-)o00 e re a RF, A 

AX,.7 «eX, t ensa] «1, n2:,—13,0,1,*". 
RX, = Xe sh-kte 从 而 证 明 (XS, n= tg Is 0, 1,7) 
AFTRA. RBA GAZE. AIAT ROCA dh 
性 ? 

18， 我 们 称 一 个 随机 过 程 X A+ 42 Gauss-Markov ib, 
如 村 X 是 平稳 Gauss 过 程 ， 并 且 具 有 Markov 性 ， 即 对 任意 的 
avt, 性 着 实数 erao A 

POE DX, oy, X= tapes) = POX <0,/X,=%,), 
斌 证 明 平 稳 Gauss- Markov 470) zr E d Roe) 具 cent 
这 种 形式 ,这 上 几 6 为 常数 ， 

19. i£(X,,n2 0,1, 是 平稳 Gauss- Markov A» € FP 18 
MPA iA ESO, 均值 为 0。 Rae EHR RAG 
ea|mlifr58A,J3XvT lel <1, . 

20. iE (X CO) HE AE EE. 6 Y O=XG+a)-XU--a), 
TAA Rrr 和 Ry, Sy itm Xf Y Hee hie wy 
HEE RBA. eH | 

RARy(v)-22H,G)— Br 2a) — Rrit- 2a)» 
Sy (a) = 48, (a) sian, 

21. PRUE X Wi Z RRR Dae, LEH 
HP Rh R 9A. 

22. RAR MAX) HU EI LM RG) = T cosos 
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+AT ,RYRQ ER ERS wo), 

23. i&i.XX(Dj 3 Gauss © #@ iL #2, 35 d 29 EF, Rii) 
= Ae “cos Ar, 4 Y()-XMü, BR Rr) = Ae (1 
+ COS 283), # GE E Irlan 

24. {X()} 4 Gauss 平稳 过 程 ， HAAR, WHER X 


Sto) 5l .. EXORA. PWE. 


1l+a7" 


25. Ek ib AE LX)) 5 ib Ro SG) - 
XG IY HR, 
Mo LOPBER SAA. UH SED. 不 可 能 是 功 


SiR RR, 
27. KFA MA Zee Re AER 
(D Rir) = oe "lcos bz. 
(2) R(x)—a'e*' "(coa hr- ah tsin Ale). 
(3) Rir) =g """(cos bv + ab ! sin blei), 
(4) B(r22 oe "I "(1 alc] — 207774 a^] 7/42), 
28. KPA BPM SRT RMA Ed 


_ 
w+ 4o? + 3 


1 


(2) Slo) "Uo 


(3) Slo) = È- NA € se RR, 


n 9 
(4) Slo) = (f* [ol SPs 
0, lel 275. 
(5) S(2) - f^^ lo] «a X ol > 2a, 
b, ax |o] 2a. 
29. 证 {enn —.—1,0,1) X & "E E REL, 4 0, 方 着 


38 


Hoe, RPM RA OME ABM, 
(1) Xn =E, tainas 777,7 1,041577, 
(2) a= 3 Bits X38. 

30. dj c9) 15 确定 的 平稳 序列 的 功率 谱 密 度 是 周期 函数 ， 
3AdE d CT mum Pe RH BE Vaid ie l olal HAR 如 
EL, . 

提示 ， 分 prod fe px0 Hit. 

$1. LX ay fh= s+, — 1,0,1,:-]) RFRA, tha Fm 
为 RD. 

G) Æ Xati ee R= aX, GRE PRASAMI, xL 
4 是 待定 常数 。 . 

(2) Xx Kan 的 形 如 POH GX RbX.i:5) X0 3320x £ fü 
AK ikl a fe boR]pXxC GS. 

(3) 上 还 两 个 预报 fO 和 LV, 哪个 预报 的 均 方 误差 要 
PAPA RWAREMNBS. 

(4) Æ Xn 的 E dS SuucoX.tbX.uu, DELXN HR 
33 WIRE PELA iE IL oy be RR, 

(5) 设 Z, -Xx.s REN ADL ERM, KZ, OH 
te Z,= aX, + bX ayy 的 最 ， 小 均 方 误 闫 预报， 其 中 如 ，6 为 待定 常 
A. 

32. it T 480 5$)(X,,n7-,—1,0,1, 18929 & IR, RS 
ADRAR) =p] pl €l A= 0,1, RX a FRR, An) ej 
RAER ri 

以 下 设 {enn tym l, 0, 1, SEE, PEAL HO 
EFF]. 

33. TEAR A APRA {Ann 0, Lee EAR X, 
=X aitas n—0, l,e, 
34. ie TF 88 AS IE 2035 9] 
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ea ri FP od d'a a 


_ ] 
TY. 一 E. * En» 
a 


4j 485 83 Ko RK, 
35. RX, n=O, tl, AR DER, 
An THA pa pp eu o0 tty — 4051,77, 
Ket CYule- Walker)? 4 #2, 
ROA) =o RÀ - Dt taR- p), A0. 
dtm. ARCp) IET WA HU Enu BSMIAB, 
36. $E ARC pe, 
Na= X. ti tan Xap t ES imos, 150,10, 
MR l-armar” AIR MAE AP, SIEGEN EG. 
37. d Bite F ARUH, 
(1) K,=0.5X,-,+0. 3X ag ear 
(2) X,-0.5X, ,—-0.3X,. I &,. 
iH Yule-Walker zr4£ fF ih e zy X d Se EN zd 69 EE NS ER 
Sto REESE. Het SOD FC — m, ESSI. 
38. ACT P] E up Ja EE RE E o Ewa AL AA 
(I) X,—-0.8X,. 4-8. 
(202 X,—-0.4X,. tia 
(3) X,7 —-0.5X,. 4t 5.. 
$99. RT 5p T aF EEUU STU E dE d we aR, 
(1) Xyoe,— 0.5¢e,-1.—-0.5e,-2, 
(2) X,— Ea 0.862, 4, 0.224 2- 0.ley_s, 
40, iX 
AQ. T E. Blea o Yes prea sts 
iL Bey iit. lei Sl, katy- Arla Zl, KR Xur 3X 
46 CY, En) 89 ERE GR, 
4i. 考虑 ANDRE, 


i30 


.0.8 LE 
—F HIRAI BUR Dar Xens 
42. 考虑 ARDEM, 
XA.—X,-.4,—0.25 X, 2t Ene 
A Roane X ECOL uua 


Hh 录 A 


定理 4.5 的 证 明 。 | 
充分 性 。 设 Et 是 oe PHM, TAA OK MRU 
有 ELX- € 9U]1-0, Ai PAR MHA dk o£. BR 
LHe Ki GRR PER), ANF | 
E- Ê= Bx $*?a.oEQx-£*0$*- 9 
+ EC R*- Ñ>, 
4U-Éf*—*, cA R* fe Eaiqknmd, HRM aH UE 
2. Bit (4.42) 5 
ECZ- iSt- B= ECCcX - 9U1- 0, 
从 而 | 
EX- $3!  E(x- $£*y'«E(c$£* Re E(cXx - £*)5, 
即 É 有 最 小 的 南方 误差 ， | 
OE RR Corey BEML, Biett EAU € ,04.42) 
Ake. WAG, SS, IANUE A ELR- PU] 
—-«460. $ | 
$-$*-(/EUSU, 
"Y F- Y*-(a/EU?OU. 8] 
EX- 2)?= EL{CY- 2*2- $9093 | 
= EX- $*y9-2R(QYy—- $5 0€- £O +ECK- $*9 
= E(X- $*)3— (2a/ EU?) ELCX — X90] (al (EUM) 
» EU E(X - $*  - ia / EUS «Ecx- Ê", 


ba de, E a 


Jp 全 的 均 方 误 基 小 于 BR OHARE AP 不 能 是 最 佳 预 报 ， 
与 A Ti. dui. 


"Hn c B 


iX .六 pp lX A RRMA SE S] PP o dr eX 
1,319 XY, HARMS? AA—- OM BAAN MELEE SX 
的 预报 类 仅 限 于 .3 中， 即 只 能 是 IY X, 6 ERO F 
= (Xi ) BX AXE A be d£, d) X JE ALS YP He 
ÉCQEIYOSLR X49 RT 1, XQ X MARIE. BEA AF 
的 显 式 表达 式 ， 

É(X|Y)- EX - Cov(X,Y)(VarY) «Y'- EY, (B.1) 
KReYVRIHEY ORE, A 

Cov YF) = (Cov X ,X 0 ,CovOX,,X , 5, Covers Xy)) > 
VarcX)Cov (Xia) e Cov (X,,X a) 
veran «(Serre Var(X p-e Cov CX,,X a) . 


Cov (A Xa) CovcX,, X 0-7 VaroX4) 
证 DXdox E ETGESUEA, AMMAR MW v9 
f, + 
Ecx- $9 (B.2) 
KNBR, $ Pat AP’, A= Cap yay) HI AIL SER HERE 
ao fe A "E E(X -ag— AY’ KBB, 4 
b-os— EX + AEY', (B.3) 
其 中 BY’ = (EX, pe EX). WB DTRKEA 
E(X- £)'- ELX- EX -b~ A(Y'- EY Y* 
= Var(X) 5*9 AUVarcE)) ] A" 
~Cov(X,¥") A' - ACovcY'X) 
sb .[A—-CovcX,Y)(VarcE))!1ceVarcY)?» 
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TA- CovCX,F)(VarcF)) t] + CVar(@ 
-CovCoX ,F)(VarcEF)) "!Covy(Y* ,X)]. 

(Hid) 
注意 { 召 .4) 中 右边 前 二 项 都 是 非 负 的 ， 面 第 三 项 与 五 ， ALR. 
因此 为 使 ( 吾 .4) 达 到 祝 小 唯一 的 解 就 是 选取 五 和 4， 使 得 前 二 . 
AAR, Bp | 

b-0, i (B.5) 

A Cov(X,F)(Var(Y20) t. (8.6) 
40 (GB. 5 dfe (8B. OR LA A CB. 30,13 

a= EX -Cov ,F)(Var(F)) ! EY', (B.T) 
hy (B.6)40(B.7) Ep I JE 7E TRAC OG 

É(X|Y)- EX- Cor CX ,Y)(CVar(CY)) ^ EY! 
t Cov CX , YÐ (Vary) tY" 
= EX + CovoX Y) (Var QY)) ! (Y' - EY’). 


it 


第 五 意 ”Brown 运动 


英国 樟 物 学 察 布朗 (Brown) 在 1827 年 观察 到 悬浮 在 液体 中 
的 小 颗粒 粒子 的 运动 是 非常 不 规则 的 ， 这 种 运动 称 为 Brown 运 
动 ， 自 Brown 运动 发 现 以 来 ， 这 个 过 程 已 大 量 地 在 数理 统计 、 
分 析 幅 存 商 品 的 价格 水 平 、 量 子 力学 、 通 信和 理论 .生物 学 ,管理 科 
学 等 领域 得 到 广泛 应 用 。 下 面 我 们 对 这 一 过 程 作 一 简单 介绍 以 作 
为 进一步 学 导 的 基础 。 


5.1 x X 


EA- PPPS, Brown Eaj E sai wy Uu Of Robert 
Brown 在 1827 FR REJ., AE c S EE EE CREAR. 
关于 这 个 现象 的 数学 解释 是 逐 央 斯 二 (Einstein) 在 1905 年 首先 
从 获 理 定律 中 导出 前 。 物 理 理 放 由 Ornstein, Uhlenbeck 等 进 一 
步 发 展 完善 。 但 在 数学 理论 方 耕 的 发 展 要 惕 一 点 ， 这 是 因为 甘于 
这 个 模型 如 何 用 数学 来 精确 描述 存在 困难 。 直 到 1918 年 维 细 
( Wiener ) 在 他 的 博士 论文 及 以 后 的 一 系列 论 次 中 才 得 到 了 
Brownizsl aM eee Ak. BRU Brown 运动 又 称 为 Wiener 
ARR. FUR SRTTIAJL PS RES BEN ie Be PE Ba 
给 出 Brown 证 动 数学 上 的 定义 。 

EXC) ZEN — PELE IE Brown 运动 中 的 和 方向 分 量 ,2 为 
粒子 在 时 刻 如 的 位 置 。， 即 X(t) =a. Be otla) 表示 在 给 定 
Xi) =H WAP AC +i) MPR Bae. TBR a 
转移 概率 是 平稳 的 ， 从 而 plo, tit) PIKT ER o E 
p(z,2a) 是 o RR, tk 
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| pla tla) mo, f pian tla das 1, (5.1) 
进一步 ， 我 们 要 求 对 充分 小 的 包 KG+t,) EXGO-adE 

常 接近 ， Bil 
 limp(zst[a) — 0, TE Dg (5.2) 


p _ 7 ap 
f= De. (5.3) 


LRABRAPT RAH, DEAPTKRARM. AGE EDT BEG 
Browna z Eh 3-568] KBD SH RR. BRA CURAS DES 
RE B5 AKA TR AMM AT aD MH 
根据 公式 力 = 2RT/NF 求 确定 ,其 中 RISE CRE). TH 
温度 ， WoW Avogadro St, J 为 摩擦 系数 。 选 择 适 当 的 单位 ,我 


位 可 以 取石 = 1. 于 是 我 们 可 以 直接 验证 ， 


ata, tla, "Lex -二 (oo 外 (5.4) 
基 (5 .3) 的 解 。 事 实 上， 这 是 在 边界 条 忻 (5.080 G.D PRESSE 
一 解 (详细 证 明天 超出 本 课程 范围 )。 


爱 因 斯 坦 导出 的 (5.3) AaB nf LE SLI BR 
式 导 则 。 考 虑 对 称 随机 游 动 ( 中 P= -1)= POG-D-l), 
其 中 AX 表示 粒子 在 第 5" 时 刻 移动 的 方 JJ » 8,2 X y+ *** 十 AX. 起 
RERA n PRE. Do ERRA 5 AFATI Wk 
fy RES , Miley Chapman-Kolmogorov 方程 有 


pint 1? ipao) + IPa, 
AE bay KSA 
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pint 1) — p,(n) = Uma ~ 2p ln) + pain) (5.5) 


VZD IBI BEAR. ee EE. i8 
过 适当 的 极限 过 程 让 转移 时 间 趋 于 0， 闻 时 让 步 长 适当 收 鲍 到 0， 
geni bii Co.52$$0.3)3X, Fe S HER IBI IRL BLA V At,» 步 长 
Jg v, M5 5a aw 

Bran (n+ 1) AD — pus (nt) _ 


At 
Pusia (MAL) — 29," (MAT) + pois (AD, CA 
(Aa)? Ad 


-* 


= 工 
2 
(5.8) 
R O Ai x0, Aco 而 保持 Af= (AS. BS nem, b> oo dE 
khan, nAt—mty WI po, (nAw)—~pla rt]ang). 5.6) Bo .3) 
式 。 
当然 上 面 这 个 极限 过 程 是 直观 的 ， 真 正 要 抒 它 精 欧 化 需要 相 : 
当 朋 致 的 分 析 * 我 们 不 能 在 这 儿 孝 述 了 。 
关于 用 篇 单 随机 游 动 天 近 Brown iz ab 5 2; HER Ek 
Chapman-Kolmogoróv 方程 外 ， 还 可 以 用 中 心 极限 定理 的 方 
法 。 设 XG) 表示 和 料 子 在 时 妆 了 时 的 位 置 ， 粒 子 转移 时 间 风 陋 和 
步 长 分别 为 At A Av, X, RAREEN AY AE 时 转 称 方 品 ， 则 
(二 (5.7) 
其 中 [7] Has oc Xx MES AR. h FEX, =0, Var(X 20-1. M 
在 (5.7) 中 ， EXO 0, Var(X) = |]. HL Ao, 
M0, (BET 0 TTR PRR TSE TERIA T 0 或 无 穷 ， 即 要 求 
(Ag) ?= e^At GR 38 Ass At, M VarCY())--0, Mm da qx se 
BFE xo SLES FO. dq At= (As, WI Var¢ xi 
co, HERTE E ERES. AA Le Tis TE, 
不 可 能 椒 很 得 时 间 内 远离 出 发 点 。 因 此 合理 的 假设 只 能 是 (Ast 
=c*At, Ho o0). FES At0, W 
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Var(X(5))-cM, 
由 中 心 极限 定理 ， 可 以 得 到 
X(OD-—N (0,c*t), 


此 外， 由 于 在 不 相交 时 间 间 隔 上 内 的 随机 游 动 是 独立 的 。 四 因此 我 们 
可 以 知道 Brown aJ A ATARE. wa. 出 于 在 任何 一 段 时 阿 
AE HLA SE ae a RR KEANE 度 ， 故 Brown 运 
动 应 有 平稳 增 量 。 综 上 记述 ， 我 们 给 出 Brown 运动 的 定义 ， 

定义 5.1 MIAR (XCOD,122:0) HH Brown ia, WME 
它 满足 如 下 兰 个 条 件 

(D X(0-0, 

(i) 随机 过 程 有 平稳 独立 增 量 ， 

Gil Seep i0, XOD)-—N(O;cD. 

如 果 e-1, 我 们 称 为 标准 Brown 运 动 ， W c351, WSR l 
(Xe, seo} CX (0/0, ti 党 时 就 是 标准 Brown 运 动 , 故 不 失 
一 般 性 ,可 以 只 考虑 标准 Brown 运 动 的 性 质 .此 上 外， 我 们 也 经 常 考 
El- oœ) 上 的 Brown 运 动 ， 此 时 具 要 把 上 面条 忻 aun BW 

XH~NOsc7|#|), — co<i<oo, 


5.2 Brown 运动 的 性 质 


下 面 我 们 研究 Brown 运动 的 轨道 性 质 和 联合 分 布 等 概 率 性 
质 。 

B Brownie 3/8 JL3- 8 2& FE SUB Fixe SEBS CLERO. I XE 
”可 以 从 物理 上 直观 得 到 ， 也 可 以 从 Brown 运 动 是 随机 游 动 极限 的 = 
解释 上 得 到 邱 发 。 这 一 点 在 数学 上 是 可 以 严格 证 明 的 .虽然 如 此 ， 
但 斑 ( 加 的 样本 轩 道 不 是 通常 我 们 所 见 到 的 函数 ,而 是 一 个 几乎 点 
点 都 没有 导数 的 函数 ， 其 物理 意义 是 粒子 在 每 一 险 间 ， 都 可 能 受 
到 介质 中 分 予 的 磋 擅 ， 磁 扩 后 的 方向 是 任意 的 ， 而 速度 为 无 穷 。 


Lif 


M GERE EX ,可 以 粗略 迎击 下 面 分 析 夏 出。 车 瑟 (和 在 Bem, 
pmi FAO XG _, vro (A0), H Brown 运动 的 平 





Af 
Tat AE dsTEAM 
»| Wir) 
Fl 
Py 5.1 
Xy AD — XC) ~N OAD, 
因此 对 任 给 的 正 数 My d 


x Zotan X (fo) < M) 


-P( jean |<atv RD) 


-00M4AD-OQO— MA/ND—0 (A0). 

ERER, Brown Bae A to WPA RAE Oy 
W, SILER EEG SUR LER FEXE— toy HRT ATE. 

下 面 我 们 进一步 研究 Brown Asi ERR TE. HEM TR 
O<s, Oi, WXG+D-X@) SHA», 0Oxecs 的 位 置 
Xiv) WE, 因此 

P(X Gs) Sal X (3) = a TC) = 2,,0 EVE 

= P(X(its)— X(s) &a—mi X (s) 22, X(v) =a,,0 EO) 

=P(X(tt+s) -— XG)a-a) 

= P(X (+s) <a|X(s) =a), (5.8) 
上 面 第 二 个 等 式 由 Brown 运动 的 独立 增 量 得 到 ， 最 后 一 个 等 式 
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由 条 件 概 率 等 式 得 到 。 绰 此 可 知 ， 在 给 定 现在 状态 X 的 条 性 
Fe dim XG,0mecs, SK Mets)» t>0, tw, Phe 
X 3.7 知 它 是 一 个 齐 次 Markov 过 程 。 

AU, Bu XO BHBHS ABACHEBRAA, REM 
密度 函数 为 





一 1 ari fit 


任 给 n 个 时 刻 之 三 之 之 rt Faresa (Baa sin) id 这 
n A-EI Z8 YY SEE CX GO po XL) 的 联合 分 布 密度 通 煞 , 则 我 们 


Fossa aor m) m fum) fuos. 7 m0 
t Fera (On 7 Oar). (5.9) 
证 对 n BBH. n=2 时 和 由 (5.8) 及 Brown 运动 的 平稳 
性 有 
P(X a S42! Xi, = 9.) = POX€, EV om, 
Eg 至 ,= wm X,, ORR ERA 
Fe, (aal Xan = 01) = fu @a- D1)» 
Br EL di ae PE 2E BE QE A 
Fas Ma) = fuma X= 231) Fe, (41) 
=f, (00 fn (Wa — 9), 
(0 d€En-bNG.ODSEGL, i n-iel1BRl, HS. OARP R 
性 有 | 
POMGaERalXt7m,, R= ps lajak) 
= Pit X hEn ~ Ee Xt, = m) 
= PGYisa KiB — Oe), 
央 此 给 定 Xu^7sm» Xt, = By» l«je&—1Hl Xa BREE RE A 
fun (Stan | Xt, Dy, 19k) = Stet, (Bin D)e 


d m avec er RC HESS BETTER 
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fuste Cats »*** sa) 一 ft a hia 42, fers tn | 
Rt Djl EE = 下 
= Fi, (a fn GR DJ Fiat Diy Bele 

FH YE 3 (5 90553] — TE m RE. 

由 定理 5.1, RM EAR RR HU [E — 8XCE. PU 
dn, Sn bCRHERAEXO)-BH, XG), <i WR A E 
ER, 

fiuloj B) c Pn 209) = Gne C9 0). 


= LV 2st 2m (B — »)* | 五 
Y 2ms *v/ 2x (E 8) eexp| 9s Z-s) 2i 


p Va Im $5 expt - K2- Bel 上 
Ep ARIA EROS Bs/#， HEI sG- 9 /i MIE AAR. 

有 意思 的 是 ， 在 给 定 XO)—- BRI Xl), sct, 的 茶 件 方差 
不 依赖 于 B. RRS s/t=a, adi, MAY XC) 之 下 XO) 
BUZR EAE ETE aX OD 和 方差 为 a(1 一 a)t 的 正 态 分 布 。 

由 定理 5.2 AST EXE n APEX i BC CD pea X GLO 服从 
^ EETA, 从 而 Brown 运动 是 一 个 Gauss 过 程 。 我 们 知道 ， 
Gauss 过 程 的 概率 性 质 由 均值 函数 和 协 方差 画 数 完全 确定 。 对 
Brown ai, HERA eA sm 

EXG)-20, 
CovCOX G),X 00) =Cov( X(s), X(9-XGQ)—-X((D) 
= CovCX (0 ,X (0) + Cov(X(s) ,X (0) - X (0) 
= 5, 
Wi>sh, VLO A EMH HABA. 页 
Cov CX (2 ,X (D) = min(s;¢), 

由 Brown #3 FA WE AMER SER ES 

Brown 桥 (Browr Bridge) ilf. | 
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TL 5.2 BW: 4 Brown E3. > 
BGD - W (D — tW CD, 0xtsl, 
则 随机 过 程 = (B(D.0x 1) 称 为 Browa 桥 过 程 。 

H+ Brown 运动 是 Gauss 过 程 , 赵 Brown 桥 过 程 也 是 
Gauss 2H, Hin HEAH BUTLER NOTULIS BA 5 ANGE 容 
ABA, 对 Voss, 

EBH =0, 

EB(s) BO = ELOV (s) — SW C22 OF (0 - 2W€102] 

= BW iW G) — 92W (OW (12 — SW (OW (D + tW? (»D» 
=g—is—ist+is=s(i-?t, | (5.10) 
55b. H Brown 桥 定义 知 BC0) — 0 和 和 B(1)= 0， 基 该 运动 
HALERE., MABI. RA E Brown $ A F HI E 
3. EEEN, EAU WD =0 MRE, WG), Ssl 
的 条 件 分 布 就 是 Brown 桥 过 程 . 

THe ae, Brown BLE DT Gt EI A AR BA BP 起 着 十 分 有 
力 的 作用 。 

Bey EER, Brown BARA AE BARA Aj BE AS 
"eek. BpipAt {Wc .t20} 为 Brown ja 35, a 和 06 为 两 个 正常 
Sr, UL) — VW (ae) 67a) 8I (W (80/47 c . £20): Brown 
ea CULATED. 

还 有 两 个 与 Brown 251404 PERE AP 25 08638 
和 到。 一 个 是 首 达 时 7, CP 5.1), Ed BIZ SS KAN o 的 时 
刻 。 现 在 我 们 来 求 它 的 分 布 。 先 设 g>>0， 可 以 分 两 种 情况 来 考 
KB. 一 是 TSi HERA] i Mi Brown aaj E Fj iE a. A 
RET >i, 运动 没有 到 达 或 经 过 s 点 。 由 全 概率 公式 得 

PW za = PW GO zm a| T, DPCPI D 

+ PWG zsg|T,—DPCO'L.—0D. (5.11) 
上 式 第 二 个 概率 由 了 TT 的 定义 知 必 为 替 。 故 只 要 计算 第 一 个 概 
W., WT =< WO, l FRE, Brownas HI 过 a, 


idi 


CRS 5.2) dx Br 6) Brown xz a W 2 (Y (o Lem TO. Hoe 
Ro -a-QOFo) a, tT, Mx E. 24 te 7, | 时 


PV DS = POCO <a) = +, 
Bl “4 tae Ta 时 

PW >a) = POY (<a) = 3. 
MATRA 


Er) 
1 
| ^ 
| - 
E | Pi 
AE 
OM! Ta T 


m] 5.2 
PWO Sal PEt) = PW OO) <a! TE = > (5.12) 
fRA(S 1D APG 
PW Qa) = SPORE) ; 
即 当 aro ny, 


> v 
PT ED) 2P(WG S =] e" dy 
‘ a Ww Pi Ja > 


-JEF ay (5.13) 
. qp avi 
由 上 式 可 推 知 | 
PCP Zo) 2 lim PCT D = Ji lens dy- l, 
£m S49 
AIL FE RPA FUR. De BK, 总 在 有 限时 刻 首次 it a. 
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由 6.13») ARNE ELTE TEIG a HAN eT, 出 
(5.138), 7, 的 密度 函数 为 


fr, = Soe", t> 0, (5.14) 


EN NH 





+ 
ET,= | tfr, 


| a —a3/ 3t 
= ——ü di, 
f- 2i 











—- + & — qat |. e 
I 22 € Lv rd: "nd 


v/ Dort 
fi = we 
因此 
ET =o, 


上 式 说 明 虽 然 Brown 运动 的 几乎 所 有 样本 轨道 初次 过 上 前 
时 刻 都 有 限 ， 即 几乎 每 条 轨道 都 能 在 有 限时 间 过 x 点 , 但 是 过 
点 的 平均 时 间 却 是 无 穷 。 | 

如 果 ao, 出 对 称 性 ， 其 分布 与 Toa 相同 ;因此 我 们 有 


Prat) = 2 NE -m/z ay, (5.15) 
另 一 个 重要 的 随机 变量 是 Brown 运动 在 [0, 二 上 的 最 大 第 
max Wis), AT Brown 运动 的 几乎 所 有 样本 是 连续 的 ， 所 以 
集合 (max WODze = (Pst), ERB WiO= 0, fikmaxW (s) 
20, BUS aom 
P(max Wi) za) = PE) = JZ MAE TW dy. 


(5.16) 
故 随机 变量 M (D —- max W (s) alain fuco a 


ids 


fuela) = [ient ca, a20, 
Ari 一 


‘Os G0, 


9.3 ”随机 积分 和 随机 微分 方程 


Brown 运 动 是 随机 过 程 中 最 重要 的 过 程 之 一 ， 跑 着 现代 鲜 率 
论 , 随 机 微分 方程 的 迅速 发 展 , 越 来 越 显 示 出 Brown is ay i SES 
性 , 它 的 重要 性 天体 玫 现 在 两 个 方面 :一 是 通过 对 Brown 运 动 及 其 
函数 的 研究 ,可 以 得 到 一 系列 在 经 嚼 萄 合 下 难以 得 到 的 结果 ,同时 
也 增加 了 新 的 内 容 。 二 是 关于 对 Brown 运动 的 随机 积分 ,例如 
Ito 微分 公式 ,开创 并 发 展 了 关于 随机 微分 方程 的 研究 , 这 方面 的 
研究 给 物理 学 等 提供 了 更 有 力 的 工具 ,所 以 在 统计 物理 ,通讯 .经 
济 等 各 个 领域 都 得 到 了 广泛 的 应 用 。 可 以 夸张 一 总 地 说 ， 不 了 解 
Brown 运动 就 不 可 能 真正 了 解 现 代 概 率 论 。 这 一 节 我 们 将 a 
机 积分 及 随机 微分 方程 作 一 简单 介绍 ， 


5.3.1 积分 


根据 实际 需要 ， 我 们 经 常 要 计算 关于 随机 过 程 的 人 微 秃 AR 
分 。 人 和 例如 在 策 四 章 , 我 们 已 经 过 到 宽 平 稳 过 程 的 积分 问题 ， 


Xt- a] ro dt 


xxJL X7 ERLE (A X= X (0, o0 是 随机 变量 )。 这 与 
统计 学 中 用 样本 均值 X RT EE adu. 分 
一 样 ， 对 被 积 过 程 也 要 有 一 定 的 限制 。 为 此 我 们 需要 定义 如下 是 
机 过 程 ， 
定义 5.3 dtxX-0XO) TET) EEN E, EX ST 
ET, HE 
EX'(D«o, 
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WH (x (0,t€ T) HOPS. 

HELE Scuwarz PERIA, BRR X 的 均 信和 函数 
mD 和 协 方差 函数 ”xr(s; 及 都 存在 。 这 是 一 个 很 大 的 过 程 奖 , 许 
多 我 们 经 常 遇 到 的 过 程 ， 例 如 宽 平 陷 过 程 ，Gauss ite, Brown 
运动 和 Brown 桥 过 程 都 是 二 Breit. 下 面 我 们 还 设 一 Br 4B E 

(D 下 是 一 个 区 闻 或 一 条 直线 ， 

GD 对 每 个 固定 的 oCO, XH Xo) BARREN, 

GD mx() Mrr ERAT EBIEESEBÉ. 

ifo ET LNRM, CHP oC 2, B EXSARTE (OD 
HGD, $419 ELE X. — BE X 的 如 下 积分 ， 


È 
f FAX dt 


其 中 Da.b1CT. HF XO 与 w 有关 ， 所 以 上 述 积分 表示 一 个 
随机 变量 。 我 们 可 以 计算 它 的 期 望 和 方差 ， 由 于 期 望 和 积分 号 可 
UAR. MX | 


E| FX d= [FHEX dt= | fHmz dt 
z( cox co dt) =E [J.A xeoad| fex cas ] 


- ro [fA maro xen»as]ar. 
E 
Var(|fcoxoan)s f rof for csoas)a. 
AUR gO 是 Co, d) 上 的 连续 种 数 ， 我 们 进而 能 得 到 
El f7 (OX (at) ecox coar ) 
- [ro (ocosxcoaoa)a. (8.17) 


Cov( J fOR (adt, | rod 
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= {fw ({ oorr ds di, (5.18) 


158 X Gaussitge JU fco x coat ESM. H 
ADDE A, MERRIE TT EUR IT T HUE BORDIGEXE 


59 3 (ae 92 \x(a+ he ). 


FA TE ashe DLAE EE ES FER rS LIE A BL KR SEA, E 
aX de — PIE ASHLEE EE HO nooo ANCOR. WT LWA RR 
PEERKE., 

dE (WO, -ocido lk WHEW o* Brownas, J) fü 
gO) f£ (— 00,00) 上 连续 可 微 ， 则 由 (5.18) 可 以 得 到 


^ a 
z| f FW -Wa gH WD -Wa a] 


i 
=o] G0 - FO» QU - gD) dt, (5.19) 


fEp3XrCo.1902X BJ — [8 EIE Hl, 4 a0, b—1, f(t) -g(D 
1. Osi, 则 由 (5.19) 得 


F] 
a(f wee at) - f a- D^di- 
o ù 


HT Brownie Sj Æ Gaussa, 故 | 本 (De 是 均值 为 零 ， 方差 为 
7/3 fil AS ua E. 


5.3.2 fj 
ROBE X WERE dD, WARE 
连续 d. BUG te, Nt BCE) ~ XC) 20, 这 可 由 BOW) 
— X (t9)! - rs D r(lgs f) Zrii, dg + C(t) — mt ))?—0 
-得 出 。 如 有 果 我 们 进一步 假定 KREWE oOeO, 
Gy) xk T BE — ER A1 EC RT ERU ER A98 — 2 IR] BE 点 ， 
(v2) FEY nET}, di 


i46 


和 GD Xa) [ yods, teer. 
多 我 们 称 随机 过 程 是 可 微 的 。 且 把 过 程 (YO, (C TOS BA BL 
XDEROX WS, WALA HIT}. Me 
xo-xa)-[ AX'(sds. (5.20) 
由 (5 .20) 知 过 程 X CEA ERY, 除了 有限 个 Xx 


的 不 连续 点 外 ， 均 有 


dX) _ 
di = X'QD. 


eG 20 RARE A 
mag 一 Hr (ty) = [m (s)ds. 
EE 


my: (t) = imr, IET. 


wa WE XOD, ET ETMK PEE. MEIE EE 
Cram -X/A SARE X700» m 


In m “20, £C T. (5.21) 
一 个 有 趣 的 事实 是 如 果 IW) tE T) 是 可 微 的 宽 平 稳 过 程 ， 
il XG) 与 E' OO BRK CLASE E23 LOO. 
APNE BME Brownie gW Rm MAR, dE 5.1 POM 
上 指出 了 这 一 点 ;这 几 再 从 沟 方 政 敏 的 角度 来 君 , 由 吕 rowt 运 动 定 
义 容 易 算得 
| OW GÀ -WGONM ov? 
E! PLI) - fag 
其 中 o* 为 方差。 从 而 当 AO. BY 
EFO up, PAWO, 1ER, BO.2DBT 
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— E 
lim E PUREO wre] -0, ER, 


ER 


Z J Ee 


lim E 
AR I 


(5.22) 18. 


5.8.3 X'TBrownja uf 4 


Et D, -odid co) 是 参数 为 f Brownisd. o Fb 
为 两 个 有 限 数 以 及 fO) 是 [qg,8J]J 上 的 连续 可 微 函 数 。 由 于 Brown 
WRT ht, BOER X NAE 


[roma 
(ELI aS ERE | FAW co 并 定义 此 积分 为 和 式 


HER, Hrhaedicheecxn-b.H 


max (i,—t,-1)-*0(n- oo), 
E 


则 可 以 在 某 种 意 浆 下 证 出 上 述 积分 值 。 
下 面 我 们 来 推导 和 式 极限 的 显 式 。 为 此 ,注意 到 Fae 5] 
上 连续 可 微 函 数 ， 故 | 


PDW OD- Woo) 
= FEW En) 一 天 页) 全 《一 $a) =- FEDW CED 
= FOWO - FGW (= SS OWN. 
HR EE Gir toot) "AR = tear 7 t, Mj ASmaxAt- uH f'(£2 
Wad, IPS [SOW ae, mid FRESE, Fad 
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lim Xa (Wa) - Wu 


= FWD) - FW (a) ~ fr (Wed, 
WE) RI EES Be f X-rBrowniezhW 的 积分 为 
[sow wai = {x DdWto 


b | . 
= f@)¥ )— FOW -Í FOW dt,. (5.23) 


注意 到 上 和 式 右 边 是 有 了 明确 定义 的 辣 与 通常 的 分 部 积分 相合。 
我 们 称 上 后 .29) 式 左边 为 连续 可 微 函 数 关 于 Brown 运 劲 的 荫 机 积分 。 
由 (5.23) , 若 记 dW tt) = W' (edt, WW <2) BRE Py Brownis 
动 的 “导数 ” ERO URBI. dior Browmaspl 73e 236 Me 
xj BE ELE PEOR ES CHARS. BERNESE CT Ed 
义 下 的 随 轴 过 程 。 它 是 作为 一 种 泛 范 指出 (5.23)? 诺 迅 积分 的 但 。 
特别 取 f@=1, RNA 
上 W'(ods- | dW o -W«0- Wap. (5.24) 


hag wo) 是 非常 有 用 的 ， 因 为 它 能 描述 许多 物理 系统 。 
在 下 一 小 节 我 们 将 用 它 来 定义 随想 微分 方程 ， 但 是 , 我们 应 该 补 
证 和 白 品 声 不 是 真正 的 导数 , 它 是 一 上 闫 泛 画 ,具有 在 关于 Brownm 运 动 
MESA ROWE ATW’ O dt# m Brownie sh 
Bed), WEL AGER t EEE, Wa) = Wa) - Wah) 
EY HWE, EN he? 的 正 态 随机 变量 。 由 此 知 
(ron-wa-on ， i1] 





Se pu xir E X Bj Gaussp Bà PS HEX, ABR RS 98 CU 
-aho kc 0, 
RO -d v apo. 


其 对 应 的 谱 密 订 为 S(m) = o/h. BR, 4h OMSK 


ja? 


于 cm. 
HF Browniz a Gaussit f RR (5 .23) 知 | 1 


是 正 态 随机 变量 ,均值 为 替 。 为 计算 其 方差 ,我 们 将 证 明 若 a5, 
g Æ Lebl E. 5 -A E REA ER E, Dol 


x [f oar [aman ]- ef reogcoac. (5.25) 
TE LXX BA gf, M 

var({ fcoamen)- e*| Podi, (5.26) 

seal £21, 则 Var(f'amco) =at- SW -Wa 


的 方差 相同 。 
现在 我 们 证 明 {5.25) 式 。 由 {5,23)， 


[fcoam co = f(b) (Wb) - Wa) 
- Ow -Wt 
ju 了 换 成 4， 可 得 到 g ARAL, Din ， 
zf f roar] ycoamcp] 
= i | fre arc -W ce» - Fro arc) - Wa) ds | 


5 
[sco e eo - wc» - fo om - waa]. 


把 期 望 号 内 项 乘 开 并 分 成 四 项 ， 交 换 期 望 号 和 积分 号 ， 并 注 
意 到 


B[av@-W cap [ gc (Wc) -Wia di] 
= fo (Do*(t-a)di= e( e -agih 一 f sat), 


HIE S, ROA 


i120 


[f fam of sowo] 
= f(b) 9g(b) b- aat- Fb) g(b) (b- oa? 
«Oe ge de- g(b FE CB ado" 


4 a ` l 
+ gae fd zb (OM — FUL) (gb) ~ g(t) dt 


=g jJ Fg dt. 


FIH Brownii abit gor Rt tE, 关于 Brown 运 动 的 随机 积分 
还 有 如 下 两 个 有 用 的 结果 ， 即 


E[Vroaw | opam(aj=o， a<b<ic<dy (5-27) 
z[ 'oaw eof scaw co] 


- f Sagat, abae, (5.28) 


PUL fre BERS RALAR TETARA. ERA 
K. 
5.1 UP XO t0) SL 


t 
Xx jean , Oxi«o. 


其 中 o 为 实 常 数 。 求 过 程 X CAAA wR. 
MEO 由 (5.23) 知 罗素 (六 =0。 由 (5.28)， 对 0xs«t, 


BX (i) X(s) = Bf ec-oaw co [| e«-»aw co 
= ot) g( Je came ea Cu) ) 


, 
一 a” exe en 2?" du 
LÀ 


一 a ^ (etti). e^" (7) /2«. 


珂 此 由 对 称 竹 得 


I51 


Trí t) = oe tO et) 2a, #0, Eb. 
Ral, Ss=¢ 得 
Var(X (H) = ate —1)/2a, 10。 
在 65.23) 中 ， 如 果 了 是 (- co,b 1 Efe nf pis Er. H. 


5 
f. Pdi, 
定义 
4 . h 
f FO dW it) = tim ['rcoamco, 


则 | SOWO LOM AML, BEEE, 方差 为 
e| PO 的 正 态 分 布 。 EIO 是 00, 6] EXER N A GR 
Mo BÊ sadico, BI 
E| FOW O| gW 
-ep ” fcogar. 
进一步 ， 在 全 Aodio, 6=1, 2 的 情况 下 ， 定 义 


二 fiDdWoD- lim | fama, = ls Za 
mamen f OWO RE LAR, BEBE, 方差 
yo? |” AO dr 的 正 态 随机 变量 ，#= 1，2， 而 且 成 立 

EU Apaw]” Fawaw = e|. ficofscoar. 


5.3.4 艾 机 微分 方程 


1. BALMS} RRS A 
我 从 在 本 章 开 始 时 引入 Brown 运动 这 一 模型 来 描述 粒子 出 
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TATE IER Est. MR BMPR, Ride 
对 这 类 物理 过 程 用 另外 的 模型 来 描述 ， 

RX BEREH 如 一 沿 直 线 运动 的 质点 的 位 置 。{ 或 者 
TR AD) RHR ASME C TBR, MW XO HDS 
别 表 示 在 时 刻 1 时 质点 的 速度 和 加 速度 。 再 以 澡 表 示 质 点 的 质量 
UR FO) 表示 在 时 刻 + 作 用 在 质点 上 的 力 , 由 后 顿 第 二 运动 定律 

Fi0-7mX'(». (5.29) 

考虑 三 种 类 型 的 外 力 

(5 由 介质 煌 性 产生 的 摩 疗 力 ~ FX'(OD, CELTE ER 
方向 与 速度 方向 相反 ， 

(2) HED - &XCD, MEERA SEH, ETA 

衡 位 置 的 距离 成 正比 ， 方 向 指向 平衡 位 置 ; 

(3) SH EC 和 DD， 它 与 质点 运动 无 关 ，。 

为 方便 起 见 ， 我 们 考虑 如 下 形式 的 力 


F(a) = ~fX'G) - £X CO +E)» (5.30) 
XJL f Ae BARRA, BOS .2DM 3D 4805 7T 
mE + AR TELL = EG), (5.313 


假定 外 访 E 出 荣 个 随机 因素 引起 ; 则 我 们 可 记 把 人 E02) ET} 
作为 一 个 随机 过 程 ， 此 时 下 (人 yf 也 蚌 一 个 随机 过 如 而 (5.31) 
是 与 这 两 个 过 程 有 关 的 微分 方程 ， 称 为 随机 微分 方程 。 如果 外 力 
来 自 于 分 子 的 碰撞 ， 风 由 物理 背景 知 这 名 人 外力 可 和 看 作 是 参数 为 
oR BAR, BETO 是 满足 如 下 随和 机 微分 方程 的 随机 过 答 

mX" (QD) FN 4 RR =W. (5.32) 

由于 让 噪声 不 是 通常 的 随机 过 程 ， 所 以 
《5.32) 也 不 是 通常 意义 下 的 微分 方程 ， 其 会 * [ 
MET Gb a WE. c 

ER T S ATREA KAR h” FE i 
其 他 领域 中 也 有 大量 的 含 白 噪声 网 微分 方 图 5.3 
程 。 例 如 考 虚 图 5.3 的 简单 电路 。 它 出 电阻 RR， 电 感 工 和 电容 如 


ist 


组 成 。 以 Ct) BRERA 电容 O 两 端的 电压 降 ， HW ABR 
第 二 定律 知 xong. 
LCX + ROX + XOD =E). 

BIETER A A RS F Fa TEP FG aR es DS eB 
路 中 产生 一 个 小 电压 源 ， 称 为 * 热 噪声 ”， 由 物理 学 知 这 个 热 噪 声 
BAUR RES 此 时 电压 降 满足 随机 微分 方 各 

LOX*'(G)-ROX'(D-XG -2W'qb. 

当 杖 ,考虑 更 复杂 的 电子 系统 ， 我 们 也 可 得 到 电离 阶 的 随机 

微分 方程 ， 例 如 
Gok (D +4, XC) e ta, X= WO» 

xk JL 895-52, 为 实 常 数 且 att, TP W' COD ESRA o? A M 
声 。 

2. 一 阶 随机 微分 方程 

考虑 一 阶 常 系数 线性 随 补 微分 方程 

aX) ta XD = Wt), (5.33) 
其 中 ae Ma: 为 实 常 数 ， 且 go 天 909 WO 是 参数 为 o; RARE, 
hi E—3 gp 3O.33)3888 E EEBECH E XJ. AA A $8 
fEIXÉ E EX SUTIBUÉE HE Bg XE OBS Lae. Br dW 
zW'iDdt, BgEJe5.33)RIELEIAA - 
gp XG) dt t a X (dt - dW(D, 

两 边 从 to 到 上 积分 得 


È 
ao CX (OD 一 X Cig) ) 十 aj. X(Cs)ds- Wii- W (to). (5.81) 


方程 (5.34) 称 为 随机 积分 方程 ， 它 是 有 定义 的 。 因 为 对 每 个 
woe 0, Brownies RA RRA DW wa LESE 8 
数 , 现 设 xo) Z@LERB IE, HEI, BX) 基 已 其 的 随机 
变量 ， 则 我 们 称 满足 (5.34) 的 有 连续 样本 函数 的 随机 过 程 互 是 
随机 微分 方程 (5.33) 在 区 问 工 上 的 解 。 

由 以 上 定义 知 随机 徽 分 方程 (5.331) 赐 实际 意义 是 随机 积分 方 
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“各 (5.34)。 为 了 与 通常 的 常 微分 方程 相对 应 ,也 为 了 方便 起 见 ,我 
们 常用 (5.33)7 的 微分 形式 
在 通常 的 一 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 求解 中 ,常用 常数 变易 
法 。 这 种 方法 稍 作 变动 后 可 以 用 来 求 (5.33) 的 通 解 。 以 下 记 a: 
= ~ ai/ao， 对 应 于 (5.33) 的 齐 次 通 解 为 | 
X(i)=Ce™, 
现 用 常数 变易 法 ， 令 C=C), RI 
X'Q)-QUO) tae) e", 
代入 (5,33) 得 | 


Qoiaers WI (5.88 
dy 





Bi 
AED = Le- dW (t). 
o 
WIM a BiA, 5.23)48 
exe -caps if eawco 
t te 


zl. Ware (QD 
(a 


t 
+ f a € Ty Cds, 
Fr 
H Æ (tg) = Cline" $$ Ol ty) = e" XC) , A ER Ze ERR] ARE 
m . 
XD (xay - LG ore, HO 
do 


Go 


+e] en (s)ds, tEL (5.38) 
o Ba ` 


PARE PLR 2-73 Ee OA TE CS 33DE A (5.36) 右边 的 形式 ， 上 反之。 
由 手 上 述 扒 革 均 为 可 道 ， 故 (5.36) 右 边 的 过 程 满足 (5.34)， 因 此 
(5.36) 式 表示 了 (5.33) 的 透 解 。 易 网 (5.36) 右 边 订 改写 为 “ 
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r 
xo 5xapec + Lf dws), :£€1I. (5.37) 
Get fa 


这 与 通常 微分 方程 解 的 结构 相符 ， 即 65.33) 的 道 解 等 于 对 应 
的 齐 次 方程 的 通 解 加 上 (5.33) 的 一 个 特 解 。 不同 之 处 在 于 这 上 岂 的 
X (to) 是 随机 缀 量 而 不 一 定 基 第 数 。 此 外 ， C5.37)3 34 J& Z5 TF 
Browa 运 动 前 随 礼 积分 , 它 由 (5.33J 定 义 。 在 许多 应 用 问题 中 , 初 
Af XC) RETRA z， 这 时 (5.37? 可 写 为 


XO) mae Lp e"C-DOTE (OD, GEI, 
Gy t 
这 是 一 个 Gauss HE., TF FH EINCEPNCmUURAPGEES EE. Dug8 
HRP, Beig=0, X(t) XE[D0,o).D 10] BR (0) = ao BUDE DLE 
分 方程 (5.33)? 的 解 ， 即 
A (i) = ge 1 ['ecam a) 0 
Bylo 
内 于 对 所 噪声 的 积分 的 均 信 为 零 ， 故 
BX i= ae", €20, 
H (5.2893 Ea ~ 2aa$7 2a401. 易 得 
exu) o LL (etti entm, s= Ü, tD, 


2g 
特别 





F} 
VarCX(t)) 2 —£—«41- e), i0. 
26 g04 


下 面 讨论 a= — 207606 之 0 BEL, SE 
t 
xX, = 工 | er DACs, -ofcoo, 
(od -o 


刚 当 -wci co 时 
i} t ' 
X.0- if e*t- OAW (s) + LY ec-amo) 
7 0 


Ga 
= X,(0)e" + 过 | e"^-^dW(), (5.38) 
` n 
这 就 是 (5.37 d £,-0 的 形式 。 A agn Xs — eomib co 在 


ISG 


t= coyco) 上 满足 (5.33)。 可 以 证 明 XD EEC- o0, 00) E 
足 随 宙 微 分 方程 (5.33) 的 唯一 的 宽 平 稿 过 程 。 划 果 在 [0，c<o) 上 
来 考虑 满足 (5.33) BU ETABIITES, MWN[DIWEBHIXIIBESHIXD 等 于 
《一 co，c0) 上 满足 (5.33) 的 那个 宽 平 稳 解 X. 
由 常数 变易 法 ， 我们 也 可 以 进一步 考虑 如 下 变 系数 一 阶 线性 
全 机 微分 方程 
ann (+a (OX (0 2W'(QD, EI, (5.39) 
其 中 aQ0) 0 a,0O BERT E89 xe 5e MES iS 数 - 
BET Ea 0, 我 们 可 得 到 (5 .39) 的 通 解 为 
D _ Witt) M. PF Wa 
ZW = (Xt) a. do) exp1 NOT T a) | 
一 | exp{ f pit der 6? ee re sds, 
其 中 a(D = a(t) /a, (b>. 





8.3.5 和 从 阶 随机 微分 方 积 

在 上 一 小 节 我 们 讨论 了 一 挤 线性 随机 微分 方程 ， 这 一 小 区 我 . 
们 继续 讨论 mm 和 阶 线性 随机 微分 方程 

a (EX 7 (D +a.) XC (D t+ a, XC) 
-W'(D, EI, (5.40) 

3% JL ag 7,8, 0 ERM I b E BER SE A Bie I ba (te) *0, 
W'O) 248098 o? HBA, ABI] — VrERTEDB 9114 47; 8 (5.33) 
一 祥 的 理由 ，(5.49) 是 没有 定义 的 ， 我 们 说 随机 过 程 下 是 在 仿 
$ e HRT EGORRG .40) 的 一 个 解 是 指 过 程 王 是 n- 1 次 
可 徽 的 , 且 在 工 上 满足 


f (Gas GO X 0 T+ a, (DO XC CQ) cenae X OD dt 
ce 


=Win-Wt). (5.41) 
由 非 随机 线性 常 微 分 方程 的 一 般 理论 知道 ， 若 (5.40) 右边 是 
TERE, MMO X* CO Y (CO 这 种 形式 , MER X *OD- 


isr 


#265 40H — PER, du Y QD 为 对 应 齐 次 方程 的 通 解 ， 它 可 GE 
六 mn 个 线性 无 关 的 齐 次 解 的 线性 组 合 。 解 的 这 种 结 宰 也 可 以 平移 
到 随机 微分 方程 (5.40)。 即 其 XiQ0,.XQOO 是 
Gy CD XO H Tt DASO, EL (5.42) 
的 wn 个 线性 无关 解 ， C01，… 0, 是 任意 5 个 随机 变量 , 则 (5 .42) 的 
8 Y G5) WH 
FG) = OX) +°-40,4,0), tcf, (5.43) 
芳 随 机 过 程 (X*OGO.:€ I) 满足 (5.40) (GITECG.AD ELA TO, Uj 
满足 (5.40) 的 随机 过 程 的 一 般 形 起 为 
X= X A OR + (5.44) 
由 于 (5.,42) 同 非 随机 级 性 微分 方程 粗 遍 ,所 以 其 wn 个 线 住 无 
关 解 就 是 通常 非 随机 意义 下 的 解 。 因 此 关键 问题 是 求 出 45.40) 的 
一 个 特 解 。 由 于 一 艇 情形 下 求解 比较 复杂 ， 故 下 面 仅 讨论 系数 
Go (D 5,8, G) 为 常数 za 时 (5.40) 的 特 解 。 我 们 用 脉冲 晤 
应 法 。 首 先 箭 冯 回忆 一 下 非 随 机 线性 微分 方程 解 移 结构 。 设 齐 次 
M R ERTE MA TAEA 
aX) +e + an CE =0, (5.45) 
其 中 相关 0。 我 们 称 agE" + ark” 1 +--+ a,= 0 905.45) 的 特征 方 
$21. WU eee EB E (5.450 BJ n 个 线性 无 关 解 iGo 6.00, 
WE 
1, £&23j-l1, 2012 
$770) "lo. ozkan- 1B k-zj-1. (918) 
FAEH X Gos X Cig) ATT), Ho. 450 PER] EA 
XO) = Xt) hii ig) + tt (5.47) 
0, :—0, 
Palt) lans (£20. 
BRD —A'(0) = HRP (CO) =H 0, ACO S Ifan A f(t) 
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AG) ={ (5.48) 


X()= fia G-afisdds, 
WW XG) 在 [tos co) 上 满足 非 章 次 线性 微分 方程 
aX 9 Ya XO) 2 f(D, Het (5.49) 
URAR X GU = ee = XCOPY Ce) = 0 BR. MS AD A 
ERER CEN TE PEL TE OE AD.» WU fr oT ACE) LÀ 
ai; REFS, Ani Hs E DE A ay Fi), 4 i-— — oo Hj] H4 I E 
E, ppm | | 


| eIftD1di<o0 对 所 有 c0, 
D 
XE) = ie Alt- s) (sds= F hG-sSfds 


是 满足 (5.49) 的 在 (一 co, co) 上 的 多 当 f(t) 是 0 时 刻 的 单位 
fknk, (5.49) H iR 


X@= P ra- s) f<a}ds= h(t) » 
B] AC) 是 在 0 NAV Afi e OP fe I A. 
-现在 回 到 求 常 系数 随机 线性 微分 方程 
XG) +a XP rta XG)-W'QG) 5-50) 
的 特 解 上 来 。 我 们 有 如 下 的 重要 结论 ， 
定理 5.2 RAC) BOADE, NEHA 


X= | &a- oawco, t= ty (5.51) 
dE (5.50) FEL ty, 00) Lik ka PF 
XG eee 0 0 (5.52) 


的 一 个 解 。 
BEB Hy A CHAT, 
由 (5.44) 和 (5.47) 以 及 定理 5.2, RAB MELE 5000 EMA 
.zf 及 初始 条 件 XO = = KOO) = 0 的 一 般 和 解 为 
X(t) = KG Pid — tg) t BOY Cg) pt) 
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+ f hlt- DAW (a), £8. (5.53) 


WME Rgds org AOO En MIERI SE Br, TE Sy 
cr MC5.53) i ALS EE: LS ze A 


HAH = obi) reba) , (5.54) 
t 此 

Var(X a) = ej P ~ 8) ds = of j2fsjdas。 (5.55) 
Ü 心 


TIR CS.500 Z7: 2 X f x9 CBE PPP BE 7; EÉ BS RU TEZE: E E 
面 内 }， 则 随机 过 程 


X.) =| AG-2dW(G, -—eo«t«co (5.55) 


BEM, HE- 00,000 EE G.R., BRIE BY, E 
18.77 0 的 Gauss HA, SPITS PR NON 


miya E) 
ra, =at hs— DA- ode 


=o hcs~ WAC T «dt, 
Eg X, ESOC BH, HAs wae 
Rr, (t) = e hC- hli- tds, - coct«co 
Ay LAGE BABA LGD X, FETE (7 00, 00) LE (5.50) 的 唯一 宽 
平稳 过 程 。 
oh DEP ROAY RE BRP, Ribas ein A 
AG AL SS TE S 4p 2 BE 
GAM hag XC DG) Fa XQ Y (GO, (5.57) 
MIRREN, Bete 
f hG-2Y(Gds >t 
是 满足 (5.57) 的 一 个 解 ， 凡 而 (3.57) 的 一 般 解 六 
XW) = apat + + Capa) + l'ha - 9Y (sds 
dB Pile Ged) CADE, MEAP) + WO) Re 
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15.57) 的 右 端 ， 则 求 其 一 个 特 和 解 相 度 于 分 别 求 (65 5008105 570 ET 
TER A) A XL), AU XY (1) + XO) BPA BRAY SP fr. 
例 5.2 考 碟 二 阶 线性 随 宙 微分 方 得 
KX") +2X'()+2X = WO (5.58) 
(1) EX, O«ieloo 是 该 随机 徽 分 方程 在 [0，ce) 上 的 
解 ， 满 足 初 始 条 件 瑟 (0》=0 和 与 '(0)=1。 求 在 使 EXCD = 0 的 
AERA tat 2) 的 分 布 。 
(2) 求 (5.58) 在 (~ coo,co) 上 的 宽 平 稳 解 ,并 求 出 使 XSCOD 
各 这 ol 了 不 相关 的 最 小 正 时 启 i 
解 ”(5.58) 对 应 的 特征 方程 为 
. k*+2k+2=0, ; 
SiR be —1d4,B0 2 (0) = ORUX' (0) = 1 可 求 出 满足 (5.46) 
BJ $0) Al da QD X | 
pit) — e7'(cosi-Fsin D,» al) = esinti 
zH (5 .48)18 | 
A (^7 i«D, 
e smi, 10, 


H (5.53) AM R28 Ed RE LP A 
XG) = | et sina - a c), ic, (5.59) 


È 
Q 
这 是 一 个 Gauss 过 程 ， 由 (5.54) 和 (5.55) 得 
EX (4) = dt) = 0 sin fy 
. i t 
Var(X (1) = af h (o9ds- e e`” sin? td 
D 0 
a 
= rus + e7*'(cos 2t — sin 21— 2) 1, 


HEA EX G =0 ARDENA AE £m. Ti X BEA ES CS 
0, FAW P- e™)/ HESA. BT R= 一 1 十 在 左 半 
SPT PY» AYR (5.56) 4105.58) 0] REX Bee 


t 上 
K ip = | ho - pdk (a = 二 e7 sint- ndr i. 
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IOTER BOR | 
Airy CO) = ge "t cos] t! + sin|£[ 5/8. 
内 此 全 XS Go A X CO} 不 相关 的 正 时 启 为 1= 3m/4. 


5.4 Brown 运 动 的 其 他 一 些 应 用 


上 节 给 出 了 Brown 运动 在 随机 微分 方程 中 的 一 些 应 用 ,本 节 
将 给 出 Browan 运 动 在 其 他 一 些 领 域 中 的 应 用 。 

BA, MAA, 2-1) 是 独立 同 分 布 随机 变量 序列 ， 且 
EX,-0, EXi-a*-0, AS, = Xit X... Wiel We Ko 
Bux Xp. xp vrcco.11, AL XBR PUSURUT 70 Wi 

Wi) =Staa/o/n, Sil, 

容易 看 出 ,对 国定 的 i， 由 中心 极限 定理 ; 当 noo BEI CD 
Ap TRIES 0， F285 o ERA. Bo Brownies 的 
Enf AJE HI | 

定理 5.3 (iDonsker) 在 上 面 记号 下 ， Sid 为 标准 Brown 
Zai M“ 

W,—L»W (n— c5) 
Bpis.$ RIEGO EB SFI] {X n= 0, le hy 
Sh vei) 2} ip PA LAE, H 
PCR (a) =1) =PCX(n) = - 1) = 1/2, w= 1,2, 
& 
Stn) = SXC) , 
BIA Al m EERS AASA. PERERA? 
Ab RETA 正信 号 领先 权 个 改变 的 概率 。 Bn 3082220, 








* 这 儿 (alt), ORL BF HE Brown ji zb W={W Ct) 0s lp d 
Wal OME BUE PET A ris Browns s5 BUR Ao 
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则 SC5+ Lore SCE) MAb HH SC «0, 9 SCF #1), SCD 
PHETER ARR, BPS), jeck1, FHA MBER, gu 
TERM JL Brown 运动 来 近似 计算 。 由 定理 5.2， 
W.G)7 tan /v/n 趋 于 标准 Brown 3x Hh EXEBURPOIG), 
Jik + 1 FPS HAS POW. ABS, nac GODS | 
ABA], MEMEA POV CO RABE, j/n ior 1n) 
来 近似 。 即 在 时 间 区 间 C7 /ne (CE 12/2) 中 Brown 运动 不 过 0 
成 的 概率 。 — ft, BLL Alsi 表示 在 Ch, te) 中 Brown XS z 
至 少 过 一 次 .0 点 的 概率 。 FEPWOGO BM NO,, iki dd 
期 望 的 公式 得 
PC AG 0] = ELPC A Cista) IW (6) 一 的) 


> TJ T Pf ACs ota) |W) = we" do, 
d -- 


(5.60) 

ÉBuggWüDe-sB8,WiOG -WG-u-WGO, ow 

为 由 第 一 节 所 定义 的 Brown 23, AREE W GD 7270 B 

下 事件 4 (5.0 发 生 就 相当 于 Brown 运动 Wi; Z i-i A 

LAW, 的 值 至 少 有 一 次 低 于 -e 这 一 事件 发 生 。 由 首 达 时 的 定 

X, XX— GR OX ARAB (Pai th}, oO AW e ik 
X. B 


= h le (25430 








Kir PT <h- &])e 750g 


ae eda ga sod, 
(5.61) 


"JL 
= Lua lun 
S n - 4) 


上 面 最 后 等 式 由 (5.15) 得 到 ， 
在 465.61) 中 作 积 分 变换 | 
T= y hpto 9, y= v/ 25s — t) p sin gs dps, 
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再 注意 到 (got f 5 meint fh, M (5.61) 式 可 得 到 如 下 的 
PRERA, 
PLAG ts)}=1-2sm7 [ts (5.62) 
m V fs 


HY i, = vis, V<¢<cl, 出 有 
PiBrown AmE (mirsi 中 无 零点 } = Z ein tz . (5.63) 


AM, 2355: 0.025, Ju] PK Brown 运动 在 (0.025 , DEWE 
AJZ., WHEREIS PS, WDEa-1000, M PLE (25,1000) 
PAETAE) 2 0. LBA SEG. URS. 25 次 开始 到 最 终 ,领先 
权 不 改变 这 种 情况 在 10 识 中 就 可 能 发 生 一 次 ， 这 一 事实 也 至 HS 
用 于 两 个 候选 人 在 计 右 站 中 计算 四 领 先 于 乙 的 事件 概率 的 汁 算 。 
而 在 获 杀 的 瑞 徙 公平 赌博 中 也 常 甩 此 式 来 近似 计算 和 和 解 妓 。 仙 如 
上 面 的 分 析 就 解释 了 为 斗 么 弄 徒 及 * 运 气 " 特 别 好 ， 领 先 权 保持 
不 变 。 公 和 式 (5.63) 称 为 反正 技 律 。 

除了 (5.63) 的 反正 纺 律 外 ,还 有 另 一 个 反正 弦 律 。 设 厂 (OO 为 

标准 Brown 运动 ;以 ACG) ARTEL 2] Brown 运动 处 于 t $i 
上 方 的 总 时 间 ， 则 对 cwci, RME 
PL AQ) /t<«} = P ems. (5.64) 

AMIR ^r 5] s ro xp SEE 365 X, Te oy Bb bP — GK ra fH 
(5.640 FUER HAS 24 w= 0.9969 I ,. PU S (02 20 fn 的 
个 数 /总 的 投掷 次 数 <0.9969}= 0.95, HW SGO 六 到 第 mn 次 为 
IEMA RRA, WR Stn) BBE AB) 第 局 时 
an AG fe CIRM 5 ER ae gj un RR RD EE KR GB ie 
算 ， 则 平均 来 说 ， 每 20 KPA RS HE BE SORT 间 ka 
过 863 天 20 ABI. GRE PES ATOR. GACT TE OK 
FER PSB BT, A AS ARIK SR. 

最 后 我 们 简要 介绍 一 下 Brown Hz Ae £206 43-45 BHM T SE 


164 


中 的 应 用 。 
首先 设 总 民 下 为 (6,1) 上 的 拘 句 分布， 以 Xr Xart X, 记 
样本 个 数 ， 即 
N C2) 一 SX <8) = 3o. (XQ) - 
A. 
Fi) =N a) /n, 0xsxl, (5.65) 


则 FO) RAB 75, MEWAH nO T OL PCS) Hj 
RRR. vA EHE Wa 


FG) -— Ela (X,) 7 Fe = 8, 
B De Moivre-Laplace BRR se d TES s ga 0 ms 1, 
有 : | 
n OG) -9- NO, G-9) (5.660 - 
注意 ， 卡 式 中 极限 与 AMR Re. Ae T ARLSEBS 
问题 就 是 在 (5.66 中 能 否 得 出 了 下 仇 性 与 无关? (这 在 实际 应 用 
中 是 很 重要 的 )。 回 短 是 肯定 的 。 洲 以 as(3) dine (Fs) -8)， 
Wi] a> (a, GO 0 <s<1} 蚌 一 个 随 栅 过程。 进一步 我 们 可 以 证 明 
He a, EDGE Brown 桥 过 程 B= {BO ,0<t<1}. Wye 
4X 47 96 1 UE Ba, (s)->0 X Fa, (s)a,(i)>s(1—-b), 0Ss<t<1 
(noo). BB a, 的 一 阶 寻 和 三 阶 短 分 别 收 化 于 Brown dE — Er 
AUN Bree. (as 于 一 00,1)， 则 
EI LX <8) =PC(X Ss) = Flys) = s, 
Hie | 


Ea,(s) = Eva (33 <e) - s) =n (6-520, 
Th sl 
B O<s<i<1, Du 


Fa,(8)a,(#) = LES OO.) -sMICXE,«0-0 
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1 EM (ICX, x8) - 8) LOX ii) t) 


+ LES Bi (D(X ES-OOO,«0-0 


i 


IM E ES) ~ SICX St) I ss) ut, 


" EDEIS) -JEC <2) 
= 8 St— sttsit+O0=s(1—#), 


SPR a, MUARA Bro wn 桥 的 严格 数学 证 明 ,， 读者 
可 以 参阅 有 关 随 机 过 程 收 敛 性 的 书 或 文献 ,这 玫 不 再 细 述 了 。 
AAR A ECD EA SS RAT ELE EROS TU 
ARE, Beas FFE So R PAR X Sa ES BA 
F,W F(X) 40,1) LHW. BREET PRR, 
mM Oy <i 时 ， 

PROQ Sy) = POX SPO) = FORO) = oy, 
Mp0 BE yl it, POFCXO «a 的 值 分 别 为 0 383 1, BS 
fn] x 8g. 

De Mik aa PGES, XQ.Xa.c X. AGE opi OBZ RY 
— ARES n R-RE i EMAA I, FXF XD n 
FOE) 73 (00,12 L4. 488 OL TER. 对 CX ts 
ECX.) BRU, Fas) =n (FP, (8) - FG), W 
as= ia.(8), 0x1] BAe ay Brown $$ B 

i Browap i eR WHET COO... BOORG IB ER ASI fü 
30,07 288 C1— 0 的 正 态 分 布 ,进一步 还 可 以 算出 ,sup Buy); 


our. |BCOD I 等 Brown MURA HR Re 例如 


Pi sup BG) si) (0t v (5.67) 
S <y) = 
Pare d Os youd, . 
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1- 2S ~ Mer, eg 
PC sup | BCcO | up) ={ 2 aid (5.68) 


0, yg 0. 
由 于 fa, 0s«ss1) WAAR sor Brown FH, Bie feos 
a, C) BUTE E REETZ sup aC) 及 sup |an(s)| 1 EI Apr CUP 


gup BC) 以 及 sup [如 (有 利用 这 一 事实 ， 可 以 得 出 著名 网 
Glivenlko 定理 ， | | 

| Sup, | Pols) ~ Fi—^»0 (me), (5-60) 
AB Ad] Un 为 连续 函数 。 此 外 ， 在 统计 学 的 假设 检验 中 ，, 利 
用 (5.67) 和 和 (5.68) 可 以 检验 一 个 未 知 的 分 布 是 否 是 某 个 连续 分 


布 这 一 问题 。 例 如， 给 了 你 一 组 样本 ， 但 不 知道 这 组 样本 的 总 体 
是 否 就 是 正太 总体， 这 时 利用 sup an(t) 以 及 sup anG) | HIER 


性 以 及 (5.67) 和 05.68) 式 ， 就 可 以 检 设 这 个 假设 。 这 种 检验 分 别 


称 为 Smirnov 和 Kolmogorov 检验 。 它们 在 数理 统计 中 是 丽人 
极为 重要 的 检验 。 


d X Brown 运动 及 其 应 用 的 更 进一步 的 叙述 ， 读者 可 以 = 
px EA "381. 


3 题 五 


1. (WC), £20) 为 标准 Brown ig sh, 
C) X WOD--W(G). c €-WGDn 的 分 布 ， | | 
(22 iE] Browni 3j 3E Eita (OY OM -W o - WCE, 


(£20) SPACE, HWKRBER BAH Arege, 


2. 4€ (WOO, £20) 为 Brown iż, Wit r5] i$ 4x i 
C0,co) k4# Brown i& Nf, | 


re? 


(D Y= W O/D, 

(2) W(0-W(sD/a, a0. 

3. 3 (WGD, £70) 为 Brown i, W(D-—N(O,0*0 , 
FDW tuts WH (YC), to} 29 45 25:45 085 Brown 运动 。 
JA XE Y (D $9378 QJEGK EY (D 和 Var (Y Q2). 

A. {E WGO 120) 3; Browni 4j, Z= WE} 
i20. X ZO) 的 分 布 以 及 HZ) fe Varz). 


5. 设 {Z(t) t20)} 4 Browni eis [Ww = (+ D) 





i= o} Brown 运动 。 





6. WEBO = a7 ow (c ooi b Browntt Aor 
{F (D, 0<t<1} 是 标准 Brown 运动 。 

7. i (WD, t20) X Brown % 5h, ag 4E FR, 证 明 
(CO - WD, io) X Browni& 3h, 


8. i (W(GD, = cocti oo) AF E?) a’ $5 Brown i& $j, 
Fi) de g0 AA MER Ta, 5] LH ALKAST ARR, TE 


E| rco (W- v capat e'co OW tt) - W (a) di 
= ef E-F -gdi 


don. AMAT PRI THEE A 
EW G) - W ia) (W CO —- Wa) = Cmin ss) ~ a0", 


VAT {W(t}, —eoxt«ool hAm AW E 3 h Brown i& 
动 。 | 


L 
9. K WD 和 | woa 的 相关 系数 ， 其 中 OSE, 
10. > 
ted 
xe-[ (WG -WOds, -co<i<oo, 
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EUR A OS 0 HEPARA E RC), 
n. a x= fawo, Y= f, PAW), Ax Xe Y H 


li fo £F CovixX,¥). i 
12. sx mw f HERR, Vo), -odio EEn 分 
方程 
mV GO) + fV n=" 
#3 XT etr, | 
(10 J&RdE &'& 5 ET VOD, 
(25 4 V,CGDO 8535 dide bz E EN, 


(3) 4 Xo =| V.Gds, £20, #291 (X00), £20) 9 
2 1 


Ke Faden 
mA (D AIAX = W's, Feo, 
(4) $A OR RAR XG), HK XD) 6H d der E, 
18. i cR XE dE. HMO TMA TE 
GX GG) a4 X Q0 = c W'S) 
BOP c paossa RH ML 0470, Hafod, REE MM 
f& > am (7 00,00) bay 3 --4& KL. 

. AT oda d ER LEZGDOP, E Var(X), 20, 其 中 
py ei anus Xo AX'(0) 0, de E AES, Kt 
RPE MARAE ROG), 一 cocto, 

(1) X*'(D0-X'(OD-W'O(OD, 

(22 X'(D- 3Z'(D-2X(QD -W'(n, 

(3) AX" (9 c 8X'(QD + SO = PO, 

(4) X'QO + 2X'O0 X = W'OD , 

(5) X'QD += W'QD. 

15. Mi XC), — odie) wh E BESUM SG 
a Xi} ca X GO S W'OD, 
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A iYG),-— e«t o00) RB R40 Fi MIDS 7 HE. 
boY Ot) + AYD =X)» 
SEY OM nd» 42 
GoboY " CO + Cao, a,b Y ' (0 t a DY (= W'S), 
16. RP RLY, cof 人 00} FEMA Am, =I 
MARA BR Rre |, —ooio 
(D ARAM DFE 
X'+ = YG) 
HETER IXI G), 一 02 之 1 之 00] H jitfi 2 ewe, 
(2) XE MAX ak RHXO0-089 ERA Rb S y Ee 
[XO tm 0) 80 2j Gode i Zr E d. 
(3) 验证 
dim (ri, - nx G,D) 70, 


17. iX Rh RGEGA RGEASTYde OPRE-EAKRA, KAS 
mnm an, FLARA Sito TH HAA 50960. AAA [X dp 2000 
小 选举 人 参加 投票 。 问 在 计 半 到 2000 SKGI,.— 4 dE GLA 85 EER 
RAAT BOP RRA EE, 








(4), FCPI 


























(Qvo) 7 octo <p (on 
{T+ 59) 
SUUM Nt D»220'j4 (27 I)o fy weg 
49 7 (agir solio ee f genes Bee (00 Na eo 
i r 1—Y i(r- v) ‘ 
: ` . a ) gas atati, aF gar *(r's), PEI 
t 4-7 
T + "7r OS oy I 0crge S ca 
el o (8—9) -. 
4-4 d 2923 (rr (VODA ES 
EIEA XH GE fur GERE Dd E 
d d e(d-D-r 一 上 | 
auo (^m Tt 
d 8 oF -1)-T 
Co T — Ai oT 1) SESO PE 
r (I-,9)r xo mitigate» <7 :毕节 aoaerod 
(4-02 du sf 一 TD -ps( : ) Todo (d*v)g Serta — 
EN FIA XH OPETE (=X) — SUE NE 
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